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Pérmbledhje

Gjeometria fraktale éshté njé nga fushat e matematikés, e cila éshté zhvilluar pér té
pérshkruar dhe interpretuar disa forma té vecanta té natyrés, té cilat jané larg figurave té
rregullta. Gjeometria fraktale éshté njé nga mjetet e réndésishme pér té shpjeguar gjeometriné
e vérteté té natyrés. Fraktalet pérbéhen nga pjesé gé jané, té ngjashme me té gjithén . Pér
shembull, Bashkésia e Cantorit &shté bashkimi i dy kopjeve té ngjashme, dhe vija von Koch
(e ngjashme me flokun e déborés) pérbéhet nga katér kopje té ngjashme. Funksioni
pérsérités pérdoret pér té prodhuar imazhe komplekse. Njé element i réndésishém pér té
kuptuar ndértimin e fraktalave éshté studimi B - zbérthimeve dhe té kuptojmé kéto zbérthime,
disa njohuri nga teoria e fjalés kérkohen. Njé alfabet éshté njé grup i caktuar simbolesh
(shkronja). Né alfabetin A njé fjalé e fundme ose e pafundme né kété alfabet A éshté vargu i
fundém apo i pafundém i shkronjave né A. Fjalét i shkruajmésa,,a,, -, a,), a; € A, ku
fjala u éshté foruar nga vendosja e shkronjave njéra pas tjetrés . Numrat Pisot dhe numrat
Salem luajné njé rol té réndésishém né teori t€ ndryshme si analiza harmonike, teoria
automatikes, sistemet dinamike, teoria ergodike né zhvillimin e kétyre teorive. Ka shumé
artikuj gé shpjegojné lidhjen mes zgjerimit beta dhe numrit Pisot. Numrat e Fibonaccit, na
japin gjenerimin e modeleve morfologjike pér bimét matematikisht. Njé familje e madhe e
tailing gé mbulon njé plan mund té ndértohet nga zbérthimi né bazén P (ku B éshté njé numér
joiploté g > 1). Lidhshméria mbi Pisot luan njé rol té réndésishém né studimin e sistemit
pérsérités dhe dinamikés simbolike.Pérkufizimi i numrave Pisot dhe informacion mbi kété
grup numrash i ilustrojmé né kété temé dhe shembuj té ndryshém shpjegojné até gé na
paragesim. Né kapitullin e treté paragesim vetité topologjike té fraktaleve duke dhéné disa
klasifikime té numrave Pisot pér fugi té ndryshme. Rasti i numrit Pisot té fuqisé sé 4, x* —
3x3+x2 —2x —1 =0 éshté njé rast gé gjeneron fraktal té palidhur. Kapitulli i fundit lidh
fraktalet né fushén e mjekésisé. Duke u nisur nga veténgjashmeéria si karakteristika kryesore
e njé fraktali, Jayalalitha G. (2008) studioi garkulliin e gjakut né sistemin kardiovaskular
nisur nga njé model biologjik t€ njé strukture té veté- ngjashme. Né fund ne japim disa
pérfundime té punés né kété temé.

Fjalét kyce : Gjeometria fraktale, tiling, funksioni i pérsérités, numra algjebrik, numra Pisot,

B - zbérthmet ,dimensioni hausdorf, veté-ngjashméri, gjysémkristale , zbérthimet mé i
madhi ,zbérthimet mé i vogél.



Abstract

Fractal geometry is one of mathematics fields, which is developted to describe and interpret
some special forms of nature, which are far from the regular figures. Fractal geometry is one
of the important tools to explain the true geometry of nature. . Fractals are made up of parts
that are, similar to all. For example, Cantor's set is the merger of two similar copies, and the
curve von Koch (similar to snowblower) is composed of four similar copies. Interate
(repeate) function can be used to produce complex images. An importen element for
understanding the construction of fraktals is study p — expansions and we have to know
word (string) theory for that. An alphabet is a finite set of symbols (letters). On alphabet A a
finite or infinite word over A is a finite sequence of letters in A. It is convenient to write a
word as (aq,a,,,a,),a; €A, expresssing u as the concatenation of the letters a; . Pisot
and Salem numbers had play an important role to different subject of harmonic analysis,
automata theory, dynamical systems, ergodic theory in development of such theories. There
are many articles explain the connection between beta-expansion and Pisot number. The
Fibonacci numbers , give us the generation of morphological models for plants that came
mathematically. A large family of tiling that cover a plan can be constructed by the digit
expansion in base B (where g is non integer real number g > 1). The connectedness of
Pisot dual tiling’s play an important role in the study of, substitution and symbolic dynamical
system. Definition of Pisot numbers and information on the set of that numbers it is illustrate
on this thesis and different examples explanit what we present . In the third chapter we
present the topological properties of fractals from the beta-pisot , giving some classifications
for the cases of various degree. The case of Pisot nubers at degree 4, x* — 3x3 + x2 — 2x —
1 =0 is a case that generetet disconnected fractals tiles. And the last chapter links the
fractals to the field of medicine. Assuming that the self-similarity is the major characteristic of an
object fractal, Jayalalitha G. et all. (2008) studied the blood flow in the cardiovascular system -
vascular, proposing a biological model of self-similar structure woody stem. In the end we give
some work conclusions on this topic.

Keywords: Fractals geometry, tiling interate function , algebraic numbers, Pisot numbers,

B - expansion, hausdorf dimension, self-similarity, quasycristal ,greedy and lazy expansions.



Mirénjohje

Faleminderimi im i paré shkon udhéheqéses sé kétij punimi Prof. Dr. Nertila Gjini pér

mbéshtetjen e pakursyer pér mbylljen e disertacionit té doktoraturés. Uné i jam mirénjohés

pér té gjitha pérpjekjet e saj pér t&é mé ndihmuar pér té sfiduar dhe pérmirésuar vazhdimisht

veten time. Né vecanti, e falenderoj pér dijen e pashtershme dhe té pakursyer qé shpérndan, si

dhe besimin e treguar pér t¢ mé dhéné njé studim té tillé i cili mé mésoi mjaft mbi gjeometriné
e fraktaleve ku ¢do gjé gé na rrethon sillet ndérmjet kaosit dhe fraktaleve, forma jo té

rregullta dhe ndonjéheré té cuditéshme. Né aspektin personal dua té falenderoj familjen time

bashkéshorten Kage dhe vajzén Alesja , si dhe dy prindérit e mi té mrekullueshém Livan dhe

Shahe gé asnjéheré nuk reshtén sé nxituri pér té studiuar. Ata kané gené t& palodhur né

mbéshtetjen dhe mirésiné e tyre gjaté hulumtimit tim dhe pérgatitjes sé késaj teze. Njé

falenderim i vecanté shkon pér Prof. Roland Zisi,rektori i Universiteti “ Ismail Qemali”

Vloré” pér pérkushtimin e tij pér t€ kurorzuar mbylljen me ngritjen e komisionin e dhénies sé

titujve, dhe jo mé pak pér ish rektorin Prof. Albert Qarri gé na mundésoi hapjen e shkollés sé
doktoraturés né Universitetin * Ismail Qemali” Vloré”. Dé&shiroj t& falenderoj komisionin e

dhénis sé titujve prané Fakultetit t€ Shkencave Teknike né Universitetin ““ Ismail Qemali”

Vloré” dhe kryetarin e kétij komisioni Prof.as Hajdar Kico pér punén e pakursyer q€ progesi

té mbyllej me sukses.

Do té doja gjithashtu té falenderoj Prof.as Llambrini Sota si drejtuse e departamenti té
matematikés pér gadishmériné e saj. Do té doja gjithashtu té falénderoj té gjithé anétarét e
Departamentit t¢ Matematikés dhe té gjithé kolegét e mi me té cilét kemi pasur diskutime
interesante, prandaj jam mirénjohés pér kohén gé kemi ndaré, atmosferén midis kolegéve té
doktoraturés né departament dhe jashté saj. Nuk mund té 1& pa falenderuar profesorét e
nderuar Prof . Llukan Puka, Prof . Kristaq Filipi ,Prof. Agron Tato, Prof. Fatmir Hoxha, Prof
.ass . Ligor Nikolla gé¢ mundésuan mbylljen me sukses té pérgatitjes teorike né shkollén e
doktoraturés. Pér vajzén Alesja gé gjaté késaj periudhe, nuk munda t’i jap kohén dhe
vémendjen e merituar. Njé falenderim edhe pér mésuesin e Gjuhés Shqipe , i nderuari Fatos
Hoxha pér durimin e kalimit té materialit pér té eliminuar sa mé shumé gabimet gjuhésore.

Ju Faleminderit !



Figurat tabela diagrama

© oo N kWD RE

NNNNNRER R R R RRB R R R
2 WONPFPOOWWOWNOOOUN~WNIEREO

Figura 1. Njé program i shkurtér pér fierin

Figura 2. Vija Von Koch

Tabela 1 Gjatésia teorike e vijés Koch

Figur 3. Bashkésia e Kantorit

Figura 1. 4. Rruzuj té mbyllur sipas largesave d1, d né R2
Figura 1. 5. Pikat limite

Figura 2 6 . Monidi A* i ndértuar né alfabetin A = {0,1},
Tabela 2 Fjalé me gjatési téndrushme né njé afabet

Figura 2.7 . Faktoré té ndryshém pér fjalét

. Figura 2.8 .Llojet e mbivendosjes

. Figura 3.9 Funksioni pérsérités pér zbérthimet greedy

. Figura 3. 10 Funksioni pérsérités pér zbérthimet lazy

. Figura 3.11. Klasifikimi i numrave Parri(Parry)

. Figura 12. Numri Pisot 1. 3803...

. Figura 13 .Numri Salem 1.2806....

. Figura 3. 14. Razy Fraktal

. Figura 3.15. Dy ményra mbulimi i planit nga fraktalet Razy
. Figura 3. 16. Struktura e tribonagi Fraktale

. Figura 3.17. Rrénjét e polinom i fuqis 4

. Figura 18. Fraktal i palidhur i fugisé 4 [kodi Ne Shtojcé]

. Figura 4.19. Qeliza Purkinje

. Figura 4.20. Njé skemé diagrame e enéve té gjakut

. Figura 20. Diagrame Sattistikore e enéve té gjakut

. Tabela 3 Numri mesatar i enéve té gjakut né njé grup kafshésh

Vi

fage
fage
fage
fage
fage
fage 15
fage 21
fage 23
fage 24
faqe 24
fage 33
faqe 34
faqge 44
fage 53
fage 53
fage 62
fage 63
fage 63
faqe 64
fage 65
fage 69
fage 70
fage 73
fage 74

co o o1 O b~



FRAKTALET DHE VETITE F TYRE

TOPOLOGJIKE BENEIIIL

PERMBAJTIJA

Hyrje 2
Kapitullii 1 Koncepte bazé topologjike 7
1.1 — Koncepte topologjike 7
1.2 — Kompaktésia 13
Kapitulli 11 Struktura e fjaléve nga njé alfabet 18
2.1 — Fjalét (String) 19
2.2 — Fjalét e pafundme 24
Kapitulli 111 Vetite topologjike té fraktaleve nga zbérthimit né bazé numér Pisot 29
3— Zbérthimet — beta 29
3.1 - Zbérthimet Greedy dhe Lazy 32
3.1.1- Algoritmet dhe zbérthimi greedy. 35
3.2- Zbérthimi pér beta, numér Pisot dhe Salem 36
3.3 — Historiku mbi numrat Pisot 39
3.4 — Numrat algjebrik 42
3.4.1 - Numrat Pisot, numrat Salem dhe numrat Perron 44
3.5 -Algjebrikét e ploté té klasés S 46
3.6 -Karakteristikat e numrave té klasés S 47
3.7- Struktura topologjike e tiling té pérfituar nga Pisoté té ndryshém 57
3.8- Sistemi i numérimit Pisot dhe self-similar planar tiling 59
3.8.1- Klasifikimi i numrave Pisot té fuqisé sé treté . 60
3.8.2- Lidhshméria né Pisotét e fuqisé se treté e té katér. 61
Kapitulli IV Zbatimi Fraktaleve né mjeksi

4 - Pérdorimet e Sistemeve Fraktale né Mjeksi 67
4.1 — Strukturat biologjike dhe fraktalet 67
4.2 — Diskutime 68
4.3 - Konkluzione dhe Rekomandime 75
Pérfundime dhe probleme té hapura 76
Bibliografia 77
Shtojcan 81

1|Page



FRAKTALET DHE VETITE F TYRE
TOPOLOGJIKE BENEIIIL

Hyrje

Gjeometria e fraktaleve éshté njé nga degét e matematikés, e lindur nga nevoja pér té
pérshkruar dhe interpretuar disa forma té vecanta té pranishme té natyrés, té cilat jané
larg figurave té rregullta té pérfagésuara nga gjeometria Euklidiane. Sistemi biologjik nuk
mund té pércaktohet me ané té gjeometrisé Euklidiane klasike si rezultat i parregullsive
gé paragesin. Sistemet biologjike jané kryesisht té parregullta, komplekse dhe jolineare

[1].

Reté nuk jané né formé té njé trupi té rregullt, malet nuk jané né formé konike dhe
rrufeté nuk shkarkohen né vija té drejta. Pér té kapércyer kéto kufizime té gjeometrisé
Euklidiane, Mandelbrot, pér heré té paré, formalizoi konceptin e gjeometrisé fraktale.
Gjometria fraktale na dha njé ményré té re gé té vrojtojmé natyrén dhe té studiojmé
format e parregullta né natyré. Mandelbrod prezantoi termin gjeometria fraktale dhe u
pérpoq té shpjegojé sjelljen e kaosit né natyré bazuar né kéto koncepte [2 , 80, 81].

Gjeometria fraktale éshté njé nga mjetet e réndésishme pér té shpjeguar gjeometringé e
vérteté té natyrés. Trupi 1 njeriut éshté shembulli mé i miré i gjeometrisé fraktale.
Mushkérité, truri dhe sistemi i enéve té gjakut te trupi i njeriut paragesin té gjitha
fraktale.

Pema bronkiale dhe bronket e saj éshté fraktal. Né& ményré té ngjashme organizimi
anatomik i organit mé misterioz té trupit tong, truri, éshté gjithashtu njé fraktal.[4]
Fraktalet jané njé gjuhé e re e fugishme matematikore, né sajé té sé cilés mund té
pérshkruajmé fenomene natyrore dhe té japim zgjidhjen e problemeve té realitetit té
diskutuara pér shumé kohé dhe nuk kemi arritur t€ marrim pérgjigje bazuar né konceptet
e matematikés klasike Euklidiane.

Shtrohet pyetja: ¢faré jané fraktalet? Né lidhje me kété kujtomé njé metaforé té
Falconer, gé shkondhe éshté shumé e pérdashme pér fraktalet: "Pérkufizimi i fraktaleve
duhet té trajtohet né té njéjtén ményré se si biologét e trajtojné nocionin pér jetén [5]”.

Né té vérteté nuk ka asnjé pérkufizim pér jetén, por vetém njé listé té vetive Qé e
karakterizojné njé genie té gjallé, si aftésia pér té riprodhuar dhe lévizur dhe mjaft
elementé té tjeré. Shumé génie té gjalla kané mé shumé karakteristika, se sa jané né listé.
Shumé té tjeré kané pérjashtime. Né ményré té ngjashme pér té identifikuar njé fraktal,
pérdorim njé listé té vetive themelore qé i karekterizon.

Ky éshté njé koncept matematik i ri gé pérdoret edhe ndihmén e kompjuterit pér t’i
dhéné pérgjigje problemeve gé ndérton. Funksioni interativ(pérsérités) mund té pérdoret
pér té prodhuar imazhe komplekse. Fraktalet jané té pérbéré nga pjesé gé jané té
ngjashme me té gjithén. Pér shembull, bashkésia e Cantorit (Figura 2 ) éshté bashkimi i
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dy kopjeve té ngjashme, kurba VVon Koch éshté i pérbéré nga katér kopje té ngjashme, si
dhe bashkimi i tre kopje té saj gé ngjajné me flokun e borés (Figura 1) [3].

Ké&to ngjashmeéri té pjesés me té térén nuk jané vetém veti e fraktaleve; ato, né té vérteté,
pérdoren pér té péncaktuar njé fraktal. Sistemet pérséritése e béjné kété né njé ményré
unike dhe zakonisht na mundésojné njé ményré té thjeshté pér gjetjen e dimensionit
matematik té tyre.

Vargu i Fibonaccit, pérdoret pér gjenerimin e modeleve morfologjike pér bimét. Njé
familje e gjeré e tiling té ngjashém né plan mund té ndértohen nga shifrat e zbérthimit né
bazé f, ku beta éshté njé numér jo i ploté dhe rrénjé e polinomeve me koeficinté té ploté.

Njihen paragitjet e numrit né baza té ndryshme qé nga lashtésia: Sumerianét dhe
Babilonasit pérdornin bazén 60, Maya pérdornin bazén 20 té shkrimit t€ numrit. Al-
Khwarizmi pati njé kontribut té€ réndésishém né matematiké duke futur pérdorimin e
sistemit té shkrimit Hindu sistemi (1 - 9 dhe 0) dhe Hindu — Arab sistemi me bazé 10 gé
pérdoret né jetén e pérditshme dhe sot. [6] Pér zbérthimin e numrit me bazé té ploté né
punimet e tij R"enyi né 1957, ishte i pari i cili paragiti shkrimin né bazé jonumér té ploté.
Ai studioi zbérthimin £ nga kéndvéshtrimi dinamik.[7, 83 ]

Shumé autoré, duke punuar né zbérthimin me bazé njé numér jo té ploté, kané gjetur
lidhje midis disa fushave matematike nga kombinatorika, sistemet dinamike, topologjia,
teoria e numrit, teoria ergotike.

Qéllimi kryesor i punimit éshté studimi i strukturés topologjike té tilings té gjeneruar nga
numrat Pisot dhe numrat Pisot unitar.

Disa fakte dalin nga studim i vetive topologjike té kétyre fraktaleve si [9,41,35]
1. ¢do tiling éshté e barabarté me mbylljen e brendésisé sé vet tiling,
2. kufiri i ¢do tiling éshté kudo i ngjeshur.

Funksionet pérséritése, shembull gjeometrik.

Vargu i fibonacit gjeneron pemém matematikisht
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BarnsleyFerm

BarnsleyFerm [{x_,y_}] := Module [{},
i = Randominteger[{1, 100}] ;
if[i<=1,{xt=0,yt=0.16*y},

if [i<=8,{xt=0.2*x-0.26*y, yt=0.23*x +
0.22*y+1.6},

if [i<=15, {xt=-0.15*x + 0.28*y, yt = 0.26*x
+0.24*y+0.44} ,

{ xt=0.85*x + 0.04*y , yt = -0.04*x +
0.85*y+1.6}]111;

{xtyt}1;
Points = NestList [BarnsleyFerm, {0, 0} , 100000
I

Show [ Graphics [ { Hue [ . 35, 1, .7] , PointSize [ .
001], Point[#] & /@ Points}]]

Figura 1 Njé program i shkurtér pér fierin

Shohim shembullin e vijés Von Koch. Marrim njé segment me gjatési njé njési, e ndajme
até né tre pjesé, higet segmenti i mezit gé zevendesohet me brinjét e njé trekéndéshi
barabrinjés me brinjé me gjatési sa segmenti i hequr.[8]

Ky proces vazhdohet né ményré té njéjté pér katér segmentet e fituara, ku ¢cdo heré
segmenti i mesit zévendésohet me brinjét e njé trekéndéshi barabrinjés me brinjé me
gjatési sa segmenti i hequr. Ajo u prezantua nga VVon Koch si njé shembull i "vijés sé
vazhdueshme joté Iémuar(nuk ka tangente né ¢do piké té saj), té fituara nga njé ndértim
gjeometrik elementar”; kjo vijé paraget gjithashtu paradoksin e té génit gjatési té
pafundme, ndonése kufizohet dhe pa piké asimptotike. [79] Gjatésia e kurbés sé pérafért
né ¢do hap éshté gjatésia fillestare shumézuar me(4/3)™ pér njé gjatési prej 1 cm, kurba
né hapin 40 éshté tashmé 1 km e gjaté!

Por kjo éshté vetém teorike, pasi nuk mund té shkojmé pértej disa hapave pér shkak té
zhdérvjelltésisé sé vijés. Ndérsa vazhdon procesi, vija béhet mé e zhdérvjellté edhe pse
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gjatésia rritet, ndérsa gjometrikisht nga pika e fillimit deri te pika e fundit, mbetet e
njéjté largesa, késhtu gé gjatésia teorike e saj :

Dhe

Figura 2. Vija Von Koch

lim L, =lim
n—-«

6]~

n-«

N 1 2 |3 4 |5 6 7 |8 |9 10
L, (cm) 133 |1,77 |2,37 |316 |421 |561 |7.49 | 9,98 |1331 17,75
N 20 40 41 N 41 100

L,(cm) | 31533 | 9943733 13258311 | L, (km) | 1,32 23384868,08

| ngjashém éshté edhe rasti i bashkésisé sé Cantorit ku, pas ¢do hapi, largohet segmenti i

mesit me gjatési sa 1/3 e gjatésisé sé segmentit té dhéné.
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Figur 3. Bashkésia e Kantorit

Né cdo hap ne marrim zévéndésimin me 2, 4, 8, 16, ... kopje té barabarta secila me njé té
tretén e gjatésise fillestare, duke filluar nga hapi i dyté.

Punimi éshté i ndaré né kéto pjesé: hyrja dhe katér kapituj dhe, né fund, konkluzionet dhe
bibliografia e pérdorur.

Né kapitullin e pare do té japin disa koncepte teorike nga topologjia qé do té na
ndihmojné pér té kuptuar mé miré natyrén topologjike té fraktaleve qé pérfitohen si
rezultat i zbérthimeve me njé bazé jo numér i ploté.

Né kapitullin e dyté do téjapim konceptet gé jané té lidhura me teoriné e fjaléve (string)
gé na ndihmojné gé zbérthimet né bazén Beta —Pisot t’i klasifiokojmé sipas renditjes
leksikografike.

Né kapitullin e treté paragesim vetité topologjike té fraktaleve gé pérfitohen nga
zbérthimet Beta-Pisot, duke dhéné dhe disa klasifikime pér rastet e Pisotéve té fugive té
ndryshme. Kétu paragesim dhe rastin e njé numri Pisot, rrénjé e njé polinomi té fuqisé sé
katért, ku fraktali i pérftuar éshté rasti i njé fraktali té palidhur, gjé gé natyra e zbérthimit
nuk té con ta mendosh té tillé.

Dhe né kapitullin e fundit, japim njé punim mbi lidhjen e fraktaleve me fushén e
mjeksisé. Né mbyllje; disa konkluzione t& punés né kété temé dhe referncat.
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Kapitulli i pare
1. 1Koncepte bazé topologjike

Né kété pjesé do té japim disa njohuri teorike mbi Hapésirat metrike dhe topologjike.
Koncepte té Hapésirave té lidhura apo té mbylljes , kufirit t¢ njé bashkésie. Disa
koncepte themelore topologjike , ku struktura e ndértuar gézon.

Pérkufizim 1. 1.[10, 11, 42] . Njé ¢ift i renditur (X, d), ku X éshté njé bashkési joboshe
dhe d éshté funksioni i d: X x X — R*, ku R* éshté bashkésia e numrave realé
jonegativé, do té quhet hapésiré metrike, né qofté se ky funksion i pércaktuar né X x X
plotéson kushtet:

1. d(x,y) =0 pérgdo x,y €X

2. d(x,y) =0 atéheré dhe vetém atéheré kur x =y

3. d(x,y) =d(y,x)pérgdo x,y € X

4. d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) pér¢do x,y,z€ X
[Njé shénim me i sakté pér hapésiren metrike do té ishte: (X,d : X x X — R™).]
Shembull 1.

Le té jeté X = {(xq,x2,*,xn)|, x; € A} bashkésia e fjaléve me n shkronja nga alfabeti
me k karaktere A = {a,,a,,--,a;}. Pércaktojmé distancén d(x,y) ndérmjet dy fjaléve
X =(x1,%5,,xy) dhe x = (y1,y,,+,y,) & barabarté me numrin e vendeve me
shkronja té& ndryshme né kéto dy fjalé d(x,y) =# {ilx; # y;}. Cifti (X, d) éshté hapésiré
metrike.

Teoremé 1. 2[11]. (R™, d) éshté njé hapésiré metrike ku d éshté funksion i pércaktuar
Si:

d(,y)=y 2 (i — y)?;
Pérx = (xl,XZ ;"';xn); y = (}’1 »J’Z;"';Yn) € R"

Teoremé 1.3 [11, 42, VSH] Le té jeté (X, d) njé hapésire metrike dhe k njé numer real
pozitiv. Atéheré (X, dy) éshté njé hapésiré metrike ku funksioni d; do té jepet si:

di(x,y) =kd(x,y) kux,y € X.

Shembull 2.

7|Page



FRAKTALET DHE VETITE F TYRE
TOPOLOGJIKE BENEIIIL

Né Hapésirat metrike(R?, d,)dhe(R?, d). Ndértojmé bashkésin M e té gjitha pikave x
té tilla gé d,(x,a) < 1 pér njé pike a € R?. Ku kjo bashési éshté njé katror me gendér
né pikén a dhe gjatesi brinje 2 njési. Né (R?, d) bashkésia e té gjithave pikave x té tilla
é d(x,a) < 1 éshté nje rreth me rreze 1 njési dhe gendér ne piken a € R?; ku:

dl((xl ,X2), (V1 ,}’2)) = max{|x; — y;|}
1<i<?2

Dhe

A0, )= (S = 30? PEF (o1 %), O v2) € R?

dy(x,2)g1 d(x,a)<1

Figura 1. 4. Rruzuj té mbyllur sipas largesave d;, d né R?

Pérkufizim 1.4 [12, 42] . Le té jené (X, d) dhe (Y, d,) dy hapésira metrike dhe a € X.
Funksioni f: X — Y do té quhet i vazhdueshém né piken a € X, né qofté se pér ¢do € >
0, ekziston § > 0, etillé gé¢ d,(f(x),f(a)) < ekudogéd(x,a) <& .

Pérkufizim 1.5 [10,66]. Le té jeté (X,d) njé hapésiré metrike, a € X dhe r > 0.
Bashkésia e té gjithé pikave x € X té tillagé d(a,x) < r do té quhet rruzull i hapur me
gendér a dhe rreze r dhe shénohet me B(a,r), rruzull i mbyllur me gendér a dhe rreze r
B(a,r) gé éshté bashkésia e té gjithé pikave x € X té tilla gé d(a,x) < r dhe sfera me
gendér a dhe rreze r , S(a,r).

B(a,r) = {x € X|d(a,x) <},
B(a,r) ={x € X|d(a,x) <71},

S(a,r) ={x € X|d(a,x) =71}
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Pérkufizim 1.6[10,11]. Le té jeté (X; d) njé hapésiré metrike dhe a € X. Njé bashkési
N e X, do té quhet fginjési e pikes a, né qofté se ekziston njé r > 0, e tillé gé

B(a,r) c N.

Pérkufizim 1.7 [10,11].. Njé nénbashkési U e njé hapésiré metrike do té quhet e hapur,
né qofté se ajo éshté fginjési e ¢cdo pike té saj.

vx € U,3r > 0,B(x,r) €U

Pérkufizim 1.8 . [10,11,42]. Njé nénbashkési e njé hapsire metrike do té quhet e
mbyllur, né qofté se plotési i saj né lidhje me bashkésiné ku kemi pércaktuar funksionin
e largesés, éshté e hapur.

Pérkufizim 1.9 . Le te jeté (X, d) hapésiré metrike dhe A nénbashkési e X. Le te jeté
a € X. Largesé té pikés a nga bashkésia A do té shénojmé:

d(a,A) = inf{d(a,x)|x € A}

Pérkufizim 1.10. [10, 66] Le té jett X bashkési jo boshe dhe koleksioni i
nénbashkésive t¢ X ,

pX) ={U|U < X} . Familja e nénbashkésive T c p(X) quhet Topologji né¢ X né
qofté se plotéson kushtet :

1. XeT, QeT
2. Néqofté se U; ,U,, ... ... U, €T atéheré N, U; € TkuU; €T péri=1..... n
3. Néqoftésepérgdoa el , U, €T,atéheré Uy, Uy, €T

Cifti (X, T) quhet hapésiré topologjike. Bashkésia X quhet bashkési themelore dhe
koleksioni T quhet topologji né bashkésing X.

Veértetohet gé nga njé hapésiré metrike mund té pérftojmé njé hapésiré topologjike, ku
elementét e T jané bashkésité e hapura té pércaktuara nga funksioni i largesés i hapésirés
metrike. Por jo ¢cdo hapésiré topologjike mund té metrizohet.

Shembull. 3

Bashkésia X = {a,b,c}dhe T, ={0, X} T, ={0,{a}X}, T3 ={0,{a,b}X}, T, =
{0 ,{a,b},{a}X}, Ts=1{0,{a,c}{c,b},X} Ciftet (X, T;)jané hapésiré topologjike
péri=1,2,3,4dhe nuk éshté hapésiré topologjike pér rastin e koleksionit T.

Teoremé 1.11 [10, 42] Le té jeté (X, T)hapésiré topologjike.
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1. Pércdo piké x € X, ekziston té paktén njé fqinjési N e x.

2. Pér cdo piké x € X dhe ¢do fginjési N té x, x € N.

3. Pér ¢cdo piké x € X, né qofté se bashkésia N éshté fqinjési e x dhe N c N/,
atéheré dhe bashkésia N’ é&shté fqginjési e x.

4. Pér c¢do piké x € X dhe ¢do bashkési N, M gé jané fqinjési té x, bashkésia N N M
éshté gjithashtu fginjés e x.

5. Pér cdo piké x € X dhe c¢do fginjési N té x, ekziston fginjésia U e x e tillé gé
U c N dhe bashkésia U éshté fqinjési e ¢do pike té saj.

Pérkufizim 1.12. Le té jeté A nénbashkési e hapésirés topologjiké. Pika x thuhet se éshté
né mbylljen e bashkésisé A, né qofté se pér ¢do fqinjési N té x, NN A + @. Mbyllja e
bashkésisé A shénohet me A.

Teoremé 1.13[12]. Né hapésirén topologjike (X, T):

0 =0;

X =X;

pér cdo nénbashkési A té X, A c A;

pér cdo nénbashkési A,Bt¢ X, AUB = AU B;
pér ¢cdo nénbashkési A té X , A = A.

ok~ wbn e

Pérkufizim 1.14. Jepet nénbashkésia A né hapésirén topologjike, pika x thuhet se éshté
piké e brendshme e bashkésisé A , né qofté se bashkésia A éshté fqinjési e x. Bashkésia e
pikave té brendshme té bashkésisé A (ose brendésia) shénohet me Int(A) ose dhe me A°.

Pérkufizim 1.15 Jepet nénbashkésia A e hapésirés topologjike, pika x thuhet se éshté né
kufirin e bashkésisé A, né qofté se x éshté né mbylljen e bashkésisé A dhe né mbylljen e
plotésit té bashkésisé A. Kufiri i A shénohet me Bdry (A) ose dA = AN C(A).

(Kujtojmé AUC(A) =X,AnCA)=0)

Pérkufizim 1.16 . Funksioni f: (X, T) — (Y, T') éshté i vazhdueshém né pikén a € X,
né qofté se pér cdo fqinjési N t& f(a), f~1(N), éshté fqinjési e a. f thuhet té jeté i
vazhdueshém, né qofté se éshté i vazhdueshém né ¢do piké té bashkésisé X.

Pérkufizimi 1.17[13] Hapésira (metrike, topologjike) X quhet e lidhur, né qofté se nuk
mund té paragitet si bashkim i dy bashkésive joboshe, joprerése dhe té hapura né X.

Nése nuk ekzistojné bashkésité A,B c X tétillagé X = A U B dhe gé:

DA+9, 2)B+ @ 3)Bashkésité A, Bjané té hapura né X.
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Né rast t& kundért, kur né bashkésiné X gjendet njé copétim i hapur, atéheré Hapésira
quhet hapésiré e palidhur (jo e lidhur).

Pér dy pika x,y nga X themi gé jané té lidhura, né gofté se ekziston nénbashkésia e
lidhur L né X gé i pérmban ato dy pika.

Teorema 1.18. [10,42] Hapésira topologjike X éshté e lidhur, atéheré dhe vetém atéherg,
kur ¢do dy pika té saj jané té lidhura.

Veértetim. Né qofté se X éshté e lidhur, atéheré ¢cdo dy pika té saj jané té lidhura.
Anasjelltas, le té jené ¢do dy pika té hapésirés X té lidhura. Supozojmé té kundértén; qé
X éshté e palidhur. Atéheré ekziston P né bashkési e X gé éshté dhe e hapur dhe e
mbyllur né té njéjtén kohé (kuptohet gé P + X ,P # Q). Le té jené x € P dhe y € C(P).
Megenése x e y jané té lidhura, ekziston bashkésia e lidhur (e hapur) Q € X e tillé gé
x,y€Q. Atéheré x e PnQ dhey e C(P)NQ késhtu g¢ Q c (PNnQ)U (C(P)NQ)
dhe (PNnQ)Nn(C(P)nQ)c C(Q). Shihet se (PNQ)N(C(P)NQ)=0. Ky fakt
tregon gé Q éshté e palidhur. Kjo tregon gé supozimi yné éshté i gabuar, késhtu gé X
éshté e lidhur.

Pérkufizim 1.19.[66] Hark gé bashkon dy pika x dhe x té njé hapésiré topologike X do
té quajmé funksionin e vazhdueshme f : ([0,1], Ts) — (X, T) e tillé gé¢ £(0) = x dhe
f)=y.

Pérkufizimi 1.20 . Njé hapésiré X éshté e lidhur sipas hargeve, né qofté se pér ¢do dy
pika té ndryshme x,y € X ka njé hark gé bashkon x me y.

Lema 1.21 [13,42]. Njé hapésiré e lidhur sipas hargeve éshté e lidhur.

Veértetimi: Supozojmé se X nuk éshté e lidhur. Atéheré ne gjejmé njé bashkési P né X gé
éshté dhe e hapur dhe e mbyllur né té njéjtén kohé. P c X. Por P + X dhe P # ¢.
Marrim njé piké a € P dhe njé piké b € C(P). Meqgé X &shté e lidhur sipas hargeve
gjéndet njé hark gé i bashkon pikat a dhe b té X , pra kemi funksion f:[0,1] » X i
vazhdueshém qgé éshté njé hark nga f(0) =ané f(1) =b. f~1(P)c[0,1] dhe 0 €
f~Y(P), 1 & f~1(P). Por nga ana tjetér, meqgé f éshté i vazhdueshém, kemi f~1(P) dhe
té hapur dhe t& mbyllur. Ky fakt na con né kontradiktén qé inervali [0, 1] éshté jo i
lidhur.

Pérkufizimi 1.22[10, 42] Njé hapésiré X éshté e lidhur lokalisht, né qofté se pér ¢do
fqinjési U té x € X ka njé fqinjési té lidhur V té x , qé pérfshihet né U. X éshté hapésiré
lokalisht e lidhur, né qofté se éshté lokalisht e lidhur né ¢do piké té saj. Nénbashkésia A e
hapésirés X quhet lokalisht e lidhur, né qofté se A si nénhapésiré e X, éshté lokalisht e
lidhur.
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Shembulli 4.

Hapésira Euklidiane R™, n > 1, éshté hapésiré lokalisht e lidhur, sepse pér ¢cdo x € R"
dhe cdo fginjési e hapur U té pikes x ekziston rruzulli i hapur B(x,r) € U dhe B(x,r)
éshté bashkeési e lidhur (si bashkési homeomorfe me n-kubin e hapur) né R", si¢ dihet,
éshté edhe hapésiré e lidhur. Po ashtu, pér ¢do n > 0 sfera S™ éshté hapésiré lokalisht e
lidhur (ndérsa pérn > 1 sfera S™ éshté edhe e lidhur).

Pérkufizim 1.23 [10,42]Le té jeté X hapésiré topologjike dhe B nénbashkési né X.
Mbulimi (A,)4e 1| B thuhet se éshté mbulim i hapur i B, né qofté se pér ¢cdo ael, A,

éshté nénbashkési e hapur né X.

Pérkufizim 1.24 Hapésira topologjike X thuhet se éshté kompakte, né qofté se pér ¢do

mbulim té hapur (Uy) 4 té X ekziston njé nénmbulim i fundém (Vﬁ)ﬁg] i X.

Xc U(V,g) c U(Ua)

BeJ a€l

Pérfshirja

) «Jwa

BEJ a€l

tregon g€ VF €J,3a; €le tille g¢ Vp=U, dhe J I, |J]| <o (bashkésia ] e

fundme)

Ne mund té pércaktojmé kompaktésiné nga thénia:”X éshté kompakte, né qofté se pér ¢cdo
mbulim té hapur (Up),e t€ X, kemi njé nénbashkési té fundme té indekseve
{ay, ag, ... ay} tétillagé koleksioni Uy, U Ug, U ...U U, €shté mbulim i X, késhtu gé

kemi relacionin e méposhtém

n

Xc U(Ual) c U(Ua)

i=1 a€l

Teoremé 1.25 [10]. Hapésira topologjike X éshté kompakte atéheré dhe vetém atéheré
kur pér ¢cdo x € X, éshté dhéné fqinjésia N, e x, ekziston njé numér i fundém pikash

X1y X, wen one , X, NE X e tillé gé:
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X = UL, N,.

Veértetim. Supozoj se X éshté kompakte. Le té jeté dhéné pér cdo xeX fqinjésia N, e x.
Pér ¢cdo x ekziston njé bashkési e hapur Uy, e tillé gé x € U, c N, dhe, si pasojé, familja
(Uy) xex éshté mbulim i hapur né X. Nga fakti gé bashkésia X éshté kompakte, do té thoté
gé ekziston njé nénmbulim i fundém Uy, Uy, ... ... Uy,, - Por U, © N,, pér ¢do i, prandaj
Nyy) Nyyy von e , Ny, mbulim né X. Anasjelltas, supozoj se, pér ¢do x € X ku fginjésia N, e
x éshté e dhéng, ekziston njé numér i fundém pikash x4, x; ... ... X, NE X, etillé qgé X =

n
i=1 Ny

Le té jeté (U,)qe; Mbulim i hapur né X. Atéheré pér ¢cdo x € X ekziston a = a(x) e tillé
gé x € U, dhe mé pas N, = U, éshté fginjési e x. Nga hipoteza joné, kemi pikat

X1y X, wen one ,Xp NE X € tilla g€ N, = U = 1,..,n mbulime né X, prandaj X éshté

@yt

kompakte.

Jo ¢do nénbashkeési e hapésirés kompakte éshté veté kompakte. Dimé se segmenti [0,1]
éshté kompakt, kurse intervali i hapur (0,1) nuk éshté kompakt. Q& té tregojmé se (0,1)
nuk éshté kompakt, mjafton t€ gjejmé njé mbulim té hapur né (0,1) gé nuk ka njé

nénmbulim té fundém. Késhtu gé pér cdo numeér té ploté n = 3,4,5, ... le té jeté

—(r1_1 i (111 13 145 1nd

Un_(n'l n)' Kemi (3'1 3)3(4'4)3(5'5)3 D(n' n )D

atéheré U(U,) = (0,1) pér n = 3,4,5.... Kjo familje intervalesh bashkési té hapura né
R pérbén njé mbulim té€ hapur pér (0,1). Nga ana tjetér, pér ¢do numér té ploté k > 3,
ne kemi %e_f Uk_, U,. Késhtu bashkimi i ¢do nénkoleksioni t& fundém né (U,,) pér n =

3,4,5 ... nuk pérmban disa pika té (0,1) dhe prandaj nuk ekziston njé nénmbulim i

fundém nga (U,) pérn = 3,4,5 ...
1.1 Hapésirat metrike kompakte

Hapésira metrike (X, d) thuhet se éshté kompakte, né qofté se hapésira topologjike e

pérftuar éshté kompakte. Né kété pjesé ne do té shohim vetité e hapésirave metrike
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kompakte. Ku rezultati bazé éshté “hapésiré metrike éshté kompakte, atéheré dhe vetém

atéheré kur ¢do nénbashkési e pafundme e saj ka té paktén njé ‘piké limite’”

Pérkufizim 1.1.26. Le té jeté X hapésiré topologjike dhe A nénbashkési e X, pika a € X
quhet piké limite e A, né qofté se ¢do fqinjési né A pérmban pafundésisht pika té

ndryshme né A.

Duke iu referuar pikave limite né bashkésiné A, ne duhet ta kemi véméndjen te specifikat
né cilén hapésiré topologjike A éshté konsideruar si nénbashkési. Pér shembull; né R,
nénbashkésia A = (0,b) ka piké limite 0, ndérsa né hapésirén topologjike (0,+o0),

bashkésia e njéjté A nuk e ka 0 piké limite.

Njé shembull i dyté né R, nénbashkésia B = [a,b) ka piké limite ¢cdo element té B,

ndérsa né hapésirén topologjike (—oo, b), bashkésia B nuk ka pika limite b.

Le té shohim karakterizimin pér pikén limite né hapésirén Hausdorff dhe, si pasojé edhe
né hapésirén metrike, sepse kujtojmé gé hapsirat metrike jané hapésira Hausdorff (pér
cdo dy pika a dhe b té bashkésisé ku pércaktojmé funksionin largesé, egzistojné té

hapurat U 3 a dheV 3 btétillagé U NV = @ qé jané té ndara).

Lemé 1.1.27 [10] Le té jeté X hapésiré Hausdorff dhe A nénbéshkési né X. Pika a € X
éshté piké limite e A, atéheré dhe vetém atéheré kur ¢do fqinjési e a pérmban té paktén

njé pikété A té ndryshme nga veté a.

Veértetim. Vértetimi i kondités sé nevojshme né lemén éshté e drejtpérdrejté. Supozoj
anasjelltas, se a nuk éshté piké limite né A. Atéheré ekziston njé fqinjési N e a gé
pérmban koleksionin e fundém té pikave té A té ndryshme nga a. Pér secilén nga kéto
pika a; i=1,..p ne mund té gjejmé fqinjésité U; t& a dhe fginjésité V; té q, té tilla gé
UNV,=0.Atthere NNU; NU, N ... ... N U, éshté fginjési e a gé nuk pérmban pika né

A pérveg a. Vértetimi i lemes tani éshté i ploté.

Nisur nga ky argument, nése pika a éshté ose jo njé piké limite e nénbashkésisé A, nuk

varetnga fakti nése a éshté piké e A. Né fakt kjo éshté njé pasojé e drejtpérdrejté né
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pérkufizimin e pikés limite a té nénbashkésisé A, kur a éshté piké limite e A, atéheré dhe
vetém atéheré kur a éshté piké limite e A — {a}. Né qofté se N éshté fqinjési e pikés a,

nénbashkésia N — {a} quhet fginjési e fshiré e pikés a.

Lema 1.1.27 tregon se né hapésirén Hausdorff pika a éshté piké limite e nénbashkésisé
A, atéheré dhe vetém atéheré kur cdo fginjési e fshiré e a pérmban njé piké né A. Kur
pika b nuk éshté piké limite e A, prandaj duhet té kemi fqinjésiné W, té tilleg¢ W N A =
{b}. Pika e tillé quhet piké e izoluar e A.

Pér hapésirén metrike funksioni distancé mund té pérdoret né karakterizimin e pikave

limite.

Lemé 1.1.28 [10 ]. Le té jeté A nénbashkési e hapésirés metrike (X, d). Pika a € X éshté
piké limite e A, atéheré dhe vetém atéheré kur d(a; A —{a}) = 0.

Veértetim . Né gofté se d(a; A — {a}) > 0, atéheré duke zgjedhur ¢ té tillé gé:
0<e<d(a;A—{a}),

B(a; €) N A éshté boshe ose {a} dhe prandaj a nuk éshté njé piké limite né A. Anasjelltas,
né qofté se a nuk éshté piké limite né A, atéheré ekziston njé fginjési N dhe prandaj
rruzulli i hapur B(a; €) nuk ka pika té pérbashkéta né A — {a}. Késhtu d(a; A — {a}) =

£>o.
Shembull 5

Eshté dhéné bashkésia A = (a, b) U {c} . Pika c éshté afér me bashkésiné A. Pér ¢cdo § >
0, {c} S (c—8,c+8)NA, por c nuk éshté piké limite e bashkésiséA, shohim gé (¢ —
0.05,¢+0.05) NA\{c} =0 kur|c—b|>2

a b C
———— ()

Figura 1. 5. Pikat limite

15| Page



FRAKTALET DHE VETITE F TYRE
TOPOLOGJIKE BENEIIIL

Pika limite éshté afér me bashkésing, por edhe e rrethuar nga shumé pika té tjera té

bashkésié.

Lemé 1.1.29 [10, 42]Le té jeté (X,d) hapsiré metrike e tillé gé cdo nénbashkési e
pafundme né X ka té paktén njé piké limite né X. Atéheré, pér ¢do numér té ploté pozitiv
n, ekziston njé bashkési e fundme e

pikave x;™, x,™, ... ... x," Né X e tillé gé koleksioni i rruzujve té hapur

B (xln,l>,B (xZn, 1), ...... ,B (.X' n, 1)
n n P'n

éshté mbulim pér X.

Lemé 1.1.30 [10, 42, 68]Le té jeté (X,d) hapsiré metrike e tillé gé ¢do nénbashkési e
pafundme né X ka té paktén njé piké limite. Atéheré pér ¢do mbulim té hapur (0, ) 4e; NE
X ekziston njé numér pozitiv € i tillé gé ¢do rruzull i hapur B(x;e) pérmbahet né
elementin O té kétij mbulimi.

Numri € te lema 1.1.30 né pérgjithési varet nga mbulim i hapur (O,) 4¢;. Jepet mbulimi i
hapur (Og) qer, NE qofté se numri € ka veting se pér cdo x € X, B(x;€) < Og pér f €1,
atéheré cdo numér €' i tillé g8 0 < €’ < e gjithashtu do té keté kété veti. Kufiri i sipérm,
mé i vogél né bashkésiné e numrave ¢ kané kété veti quhet “numri i Lebegut Lebesque
number”, €,, pér mbulimin e hapur (0g) 4¢; -

Rrjedhim 1.1.31[10, 42] Le té jeté (X,d) hapsiré metrike e tillé qé ¢cdo nénbashkési e
pafundme né X ka njé piké limite. Atéheré ¢do mbulim i hapur (0,) 4 N€ X ka “numrin
Lebegut €, ”

Teoremé 1.1.32 [10, 42, 68]Le té jeté (X,d) hapsiré metrike gé ka vetiné se ¢do

nénbashkeési e pafundme né X ka té paktén njé pike limite, atéheré X éshté kompakte.

Vértetim. Le té jeté (0,)qe; mbulim i hapur dhe €, numri Lebegue. Le té zgjedhim n,
%< €, . Nga lema 1.1.29 ekziston bashkésia e fundme {xl,xz, ...,xp} e pikave né X e
tillé gé rruzujt e hapur

B(xl,%) ,B(xz,%) R ,B(xp,%) mbulojné X. Me tej, nga lema 5.6 pér cdo i =
1,..p, ekziston B, el e tillé géB (xi,%) < Og.. Kjo tregon gé Kkoleksioni

Op 'Oﬁz' ...... ,OBpéshté nénmbulim i fundém i mbulimit (0,) 4¢;-

1
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Teoremé 1.1.33[10, 42] Le té jeté (X,d) hapsiré metrike. Cdo nénbashkési e pafundme
X ka té paktén njé pike limite atéheré dhe vetém atéheré kur X éshté kompakte.

Duke géné se kemi provuar se nénhapsira X e hapsirés Euklidiane R™ éshté kompakte
atéheré dhe vetém atéheré kur ajo éshté e mbyllur dhe e kufizuar, ne mund té themi:

Rrjedhim 1.1.34[10, 42] Le té jeté X nénhapsiré e R™. Atéheré tre vetité e méposhtme
jané ekuivalente.

1) X éshté kompakte.
2) X éshté e mbyllur dhe e kufizuar.

3) Cdo nénbashkési e pafundme né X ka té paktén njé piké limite né X.
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Kapitulli 11
STRUKTURA E FJALEVE NGA NJE ALFABET
Hyrje
Pérkufizim 2.1[14, 15] Veprimi dysh mbi bashkésin G quhet ¢do pasqyrim
G XG —G

Eshté i pérshtatshém pér kété veprim gé té quhet shumézim né bashkésiné G dhe
veprimin pér elementet x,y € G, prodhim dhe zakonisht shénohet me xy. Né qofté se ky
veprim éshté shogérues, qé do té thoté: V x,y,z € G, (xy)z = x(yz), atéheré struktura
algjebrike e dhéné (G,x) éshté gjysmégrup. Nése Kky veprim dysh ka elemente
asnjanjése, gé dotéthoté : 3¢ € G,ex = xe = x, Vx € G, atéheré struktura algjebrike
e dhéné (G,* ) éshté monoid. Nése ky veprim dysh ka pér ¢cdo element té anasjellté, gé do
té thoté: Vx € G, 3y € G,xy = € = yx, atéheré struktura algjebrike e dhéné (G, )
éshté grup. Bashkeésia e fjaléve nga njé alfabet i caktuar éshté gjysmégrup dhe veprimi i

pércaktur né kété bashkési éshté vendosja e fjaléve njéra pas tjetrés. [16]

Njé néngjysmégrup éshté njé bashkésie mbyllur né lidhje me veprimin e pércaktuar

négjysmeégrup. Njé morfizém nga njé gjysmégrup S né njé gjysmégrup T éshté funksioni:
f:S-T,itillegéf(uv) = f(w)f(v) pércdou,v €S

Njé monoid M éshté njé gjysmégrup me elemente asnjanjés, pra njé element ¢ e tillé gé
me = em = m pér ¢do m € M. Njé morfizém i njé monoidi M né N é&shté njé

morfizém i gjysmégrupit té tilla qé f(ey) = ey.

Pér gjysmégrupet S dhe T, bashkésia S x T e shogéruar me veprimin e pércaktuar né
gjysmégrup duke vendosur (s,t)(s’,t’) = (ss’,tt’)éshté gjysmégrupi prodhim i
gjysmégrupeve S dhe T. [16]Le té jené X dhe Y dy nénbashkési té njé gjysmégrupi S.
Prodhimi i bashkésive X dhe Yéshté bashkésia:

XY ={xylxeX,y €Y}
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Pér bashkésiné e dhéné X c S shénojmé me X* néngjysmeégrupin i pérfuar nga:
Xt ={x;xyn =1, x; € X}

Veprimi gé lidh X — X* quhet veprimi i mbledhjes. Ky veprimi njésh nuk duhet té
ngatérrohet me bashkimin (veprim dysh ) né copétimin e dy bashkésive. Nése S éshté njé

monoid, ne pércaktojné:
X" =X u{e}
i cili shté nénmonoidi i gjeneruar nga X. Veprimi gé lidh X — X™ quhet veprimi ylI.

Njé nénbashkési X i njé gjysmégrupi S éshté racional, nése mund té merret nga
nénbashkési té fundme té S nga njé numér i fundém veprimesh té bashkimit, prodhimit
dhe mbledhjes.

Né njé monoid M, familja e bashkésive racionale éshté e mbyllur pér veprimin

yll té pércaktuar mé sipér . Né fakt, kjo familje éshté gjeneruar nga veprimet e bashkimit,

prodhimit dhe mbledhjes, sepse:
Xt =XXx*

Njé rast i vecanté meriton té pérmendet. Njé nénbashkési racionale i njé prodhimi

gjysmégrupi, quhet njé lidhje racionale.[17]

Pér ¢cdo bashkési X, nése marrim bashkésiné e nénbashkésive té prodhimit kartezian té X
me vetveten 2%X>*¥X formon njé monoid. Relacioni identik {(x,y) ku x = y} éshté elementi
asnjanjés. Bashkeésia e funksioneve nga X né X éshté njé nénmonoid i 2X*¥. Bashkésia e

pérkémbimeve né X éshté njé nénmonoid pér monoidin e funksioneve.
2.1 Fjalét

Japim né fillim kuptimin pér fjalét e fundme. Le té& marrim njé bashkési A bashkésiné e
alfabetit. Elementet e késaj bashkésie i quajmé shkronja. Kjo bashkési, né pérgjithsi,

éshté e fundme edhe pse ky fakt nuk éshté i domosdoshém. Shénojmé me A* bashkésiné e
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fjaléve nga alfabeti A dhe fjalén boshe qé e shénojmé me . Njé fjalé nga alfabeti A éshté

vargu i fundém i elementeve nga A:
u=(a;,a,,,a,),a; €A

Pér njé fjalé u € A* shénojmé me |u| gjatésiné e fjalés u e pércaktuar nga numri i

shkronjave nga ky alfabet né kété fjale. Marrim dhe At = A* — {¢}

Bashkésia e fjaléve A* nga alfabeti A formon njé monoid.[16,17] Veprimi dysh qé

pércaktohet éshté fjalé , kjo fjalé merret nga vendosja né varg té dy fjaléve né veprim:

(aliaz'”'lan)(blin;"'lbn) = (allaZ""yanyblin;"'lbn)

Ky veprim dysh éshté shogérues, gé lejon shkrimin e njé fjale si a,,a,, -, a,, né vend

té (a,,a,,,a,).

Ky veprim ka vetiné e shogérimit dhe fjala boshe éshté elementi asnjanjés pér fjalét.
Bashkeésia A* quhet gjysmégrup i liré dhe A* quhet monoid i liré. Njé fjalé v quhet faktor
(parashtesé (prefix) apo prapashtesé (suffix)) pér fjalén u, né qofté se gjénden fjalét x, y
té tilla qé , u = xvy (parashtesé u = vy , prapashtesé u = xv ). Fjalau = uy -+ u,_q €
njé gjatésie n ka gjthsej n + 1 parashtesa : €, uy , Uy , ==+, Ug *** Up—q1 , U € NjEjta gjé

éshté e vérteté edhe pér prapashtesén.

Shohim fjalét né alfabetin A = {0,1}. Ne mund té shkruajmé fjalé té gjatésive té
ndryshme nga ky alfabet.[43] Shénojmé mé A* bashkésiné e fjaléve me gjatésiné k.

Vémeé re gé A° = {} éshté e vetmja fjalé me gjatési O.
Pér alfabetin A = {0, 1}, kemi A° = {¢}, A' = {0,1}, A% = {00, 01,10, 11},

A3 ={000,001,010,011,100,101,110, 111} dhe vazhdon pér fjalé né gjatési té tjera.

Bashkésia e té gjitha fjaléve nga njé alfabet jané fjalé me gjatési té ndryshme:

A*={e 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, ... }.

20| Page



FRAKTALET DHE VETITE F TYRE
TOPOLOGJIKE BENEIIIL

Né disa raste na duhet ta pérjashtojmé fjalén me gjatési O dhe bashkésia e fjaléve me
gjatési té ndryshme nga zero, shénohet me A*. Kemi njévlershmériné e méposhtme:
AT =A'uA?uAdu
A=At U {e}

Figura 6 na paraget monoidin A*. Kulmet paragesin elementet e A* (fjalét). Rrénja éshté
fjala boshe €. Fjalét gé dalin nga nyja u jané fjalét, ua ku a € A. Cdo fjalé u shihet si
kalim nga fjala boshe te nyja u. [18] Fjala e kthyer (mbrapash) e njé fjale u =
a;,a,,,a,, Ku a; €A jané shkronja, éshté fjala & = a,, a,_1,::,a;. Fjala éshté
periodike, né qofté se ekziston numri i ploté p > 1 dhe p quhet perioda e fjalés u =
a,az,,an, Ku a; €A dhe a; = a;,p, péri =1,---,n— p qé eshté numri mé i vogél
gé plotéson kété kusht. Fugia e n-té e njé fjale u™ = uu---u pra n fjalé u njéra pas
tjetrés. u! = udheu® = ¢, " = ¢, sepse ¢ éshté njéshi pér veprimin e pércaktuar né
monoidin A* . Fugia e n-té e njé fjale kénaq dhe relacionin u® - u™ = u%*" = u™. Pér
shembull: u = aba, njé fjalé nga alfabeti A = {a, b}, u® = abaabaaba, babababa =
(ba)* = (baba)?, (ba)° = ¢ .

Pér fugin e n-té e njé fjale éshté i vérteté dhe relacioni u™ - u™ = ™", kum,n = 0.

N
//\\ 7\

/\ /\ A /\
/\

Figura 2 6 . Monidi A* i ndértuar né alfabetin A = {0,1},

21| Page



FRAKTALET DHE VETITE F TYRE
TOPOLOGJIKE BENEIIIL

Le té jené dhéné dy fjalé (strigs) u = a;,a;, -, an, v ="by,by, -, by, KU a;,bj, jané

shkronja (simbole). Fjalét u dhe v jané té barabarta, atéheré dhe vetém atéheré kur:

i) n=m dhe ii) a; =b; pér ¢do i =1,---,n pér shémbull: ab # aba dhe
baab # abab, kurse 100101=100101

Pér fjalét pérdoren tre relacione renditjeje né té shumtén e rasteve.

Renditja parashtesé shénohet si u < v, né qofté se u éshté parashtesé e v, pér shémbull:

ab < abaab

Renditja radiale (radix order) e pércaktuar né njé alfabet té renditur. u < v, né qofté se
|lu| < |v| ose |u| = |v| dhe u = xau’ dhe v = xbv' ku a, b jané shkronja té tilla gé a <
b. Pér shembull né alfabetin A ={0,1} , kemi 101 < 1010 sipas renditjes radiale,
gjithashtu 1010 < 1011. Né paraqgitjen e numrave té ploté né njé bazé k duke
pérjashtuar fillimin me zeron, renditja radiale e paragitjes sé tyre éshté renditja e numrave
né konceptin e zakonshém nga mé i vogli t¢ mé i madhi. Renditja leksikografike
(lexicographic order). Ajo gé na intereson né punimin toné njihet edhe si renditje
alfabetike e pércaktohet si mé poshté. Pér fjalét u dhe v ne kemi u < v, né qofté se u
éshté prefiks i miréfillté i v ose ekziston faktorizimi u = xau’ dhe v = xbv’ ku a, b jané
shkronja té tilla gé a < b. Kjo éshté renditja edhe né njé fjalor gjuhésor. Kjo éshté
renditja edhe né njé fjalor gjuhésor pér shembull matematikan < matematikor (ref, Falor |
Gjuhés Sé Sotme Shqipe f. 1070)

Pohim 2.2[16]. Pér fjalét u,v € A" ku |u| =n, |v| =m, d = p.m.p (m,n). Né qofté
se fuqité uP, dhe v? té fjaléve u, v kané té pérbashkét njé faktor me gjatési té paktén

n+m — d, atéheré u, v jané fuqi té sé njéjtés fjalé.

Veértetim. Marrim w faktorin e pérbashkét me gjatési |w| =n+m —d té uP dhe v1.
Kur d = 1, atéheré u, v jané fuqgi té njé shkronje. Marrim m < n — 1. Shohim n —1,

shkronjat e para pér fjalén w. Shénojmé me w(i) shkronjén e i-sé sé fjalés w

w(i) =w(i+m), 1< i €£n-—-1;
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w(@=w(@G+m), 1< j <m-1.

Kul <i,j <n—1dhe j=i+mmodn.Ngakudel,j=i+m,08ej=i+m-—
n . Nga ku, pér rastin e paré kemi w(i) = w(j) ose pér rastin e dyt¢ w(i) = w(j + n).

Pornga anatjetérj =i +m—n <m—1; prakemi
w(@) =w(l+m) =w( +n) =w()

Por (m,n) = 1 dhe ku ¢do element i bashkésisé {1,2,::-,n — 1} éshté i barabarté modul
n me njé shumfish té m. Si rezultat n — 1, shkronjat e para té w jané té barabarta. Pér
rastin e pérgjithshém marrim alfabetin B = A%, késhtu gé u dhe v jané fugi té njé fjale té

vetme me gjatési d.

Shembull 2.1 Marrim fjalét e krijuara nga alfabeti A = {0,1}. Pércaktojmé f; =1, f, =
0dhe fi1 = fafuni kun > 2.

Ll | | fa fs fe f7 fe

1 |0 | 01 | 010 | 01001 | 01001010 | 0100101001001 | 010010100100101001010

Fjalét mé gjatési w,, = |f,|, vargu i gjatésive s’éshté tjetér vecse vargu i Fibonagit. Dy
numra té njépasnjéshme w, dhe w,,, pér n = 3, jané relativisht té thjeshté ndérmjet

tyre. Marrim njé faktor té majté g,, té f,, me gjatési w,, — 2 pér n > 3. Kemi:

In+1 = fn—lzgn—z pérn = 5.

Shohim fi1 < fo?, Gna1 < fa1- dhe pérn =5, £,%, fo_1> kané faktor té majté me

gjatési w, + w,_1 — 2.

gs = 0100101001001010010
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fe

f7
g- = 01001010010 Eg ~ 0100101001001010010
fo fo i Fo

Figura 2.7 . Faktoré té ndryshém pér fjalét
2.2 Fjalét e pafundme
Nga alfabeti A marrim fjalén w nga A* (e formuar me shkronjat e alfabetit A ). Le té
jeté dhéné fjala u e ndryshme nga fjala me gjatési zero, ku kjo fjalé paragitet si faktor i

fjalés w né dy raste. [17] Ekzistojné fjalét x,y,x’,y’ nga A* té tillagé w = xuy =

x'uy', kux # x'. Me supozimin gé |x| < |x’|, kemi kéto raste pér kété faktor:

a) |x’| > |xu| nga kemi gé x’ = xuz , z € AT pér dhe w = xuzuy paragitja e kétij
faktori u krijon njé copétim .

b) Fqinje,|x’| = |xu| nga rrjedh gé x’ = xu dhe rrjedhimisht w = xuuy pérmban u

né fuqi té dyté paraqitja e kétij faktori u jané fginje.

c) |x’| < |xu| paraqgitja e kétij faktori u krijon njé mbivendosje.

Figura 2.8 .Llojet e mbivendosjes

Pohim 2.3[17]. Fjala w ka dy mbivendosje té fjalés u , té ndryshme nga fjala me gjatési
njé, atéheré dhe vetém atéheré kur w ka faktor té formés avava ku a éshté njé shkronjé e

alfabetit dhe v njé fjalé e krijuar nga ky nga ky alfabet.
Le té pérkufizojmé fjalét e pafundme né njé alfabet té dhéné A.
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Pérkufizim 2.4 [14,16]. Fjalé e pafundme né alfabetin A, quhet funksioni:
a: N— A
a=a(0)a(1l)--a(n)--

Ku a,, = a(n)éshté njé shkronjé e alfabetit, shpesh shénohet dhe:

a —_— aoal cee an cee
Njé faktor i @ me gjatési k > 0 shénohet al®! = aya, - aj_;. Fjala u € A* shénimi

u<a pércdou = a®l ku k = |u|. Eshté e lehté e kuptueshme gé
a=ub
b(m)=a(m+k)pérm=>0.

Njé fjalé e fundme u éshté faktor i njé fjale té pafundme a, nése a = xuy. Shénojmé me
F(a) faktorét e fundme u té fjalés a, F(a) = {u € A*|a = xuy} dhe grupi i fakoréve
me gjatési k shénohet me F,(a). Pér nénbashkésiné X té AN, shénojmé me F(X)
bashkésiné e faktoréve té fjaléve né X. Le té kemi fjalén e pafundme u = ugu, u, -
nga njé alfabet i caktuat. Le té jeté [ > 0 njé numér jo negative u[0,l — 1] = ug -+~ u;_4
éshté njé parashtesé me gjatési [ e . Shénojmé me ufi,i+1—1] =u; " Ujp;_1

faktorét me gjatési [ > 1 té fjalés u né pozicioninei .

Njé fjalé e pafundme v € AN éshté njé prapashtesé (suffix) e fjalés a € AN né qofté se ka
né fjalé w né A té tillé gé a = w v. Kjo prapashtesé quhet jo e thjeshté (proper), né gofté

sew # g(a # v). |w|, tregon numrin e shkronjés a né fjalén w.

Renditja leksikografike pér fjalét e pafundme né njé alfabet té renditur shprehet u < v,
atéheré dhe vetém atéheré u = xau’' dhe v = xbv' pér fjalén x € A* dhe a,b, jané
shkronja nga alfabeti A ku a < b dhe u’,v’ € AN. Pér bashkésiné X c A* shénojmé me

X bahkeésiné e té gjitha fjaléve a = aga, - a,, - kua; € X — e. Kur A® éshté e njéjté
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me AN, pérdoren té dy shénimet pa i dalluar njéri nga tjetri. Pérdorim gjithashtu dhe

shénimin:
X® =X"uX®
[17]Funksioni i zhvendosjes éshté funksioni o : AN — AN i pércaktuar nga barazimi:
o(apa; ) = aa, -

Pér fjalén té fundme apo té pafundme, a né njé alfabet A, funksoni kompleks
(complexity function) i a éshté funksioni qé tregon numrin, pér ¢cdo n > 0, té faktoréve

me gjatési n té fjalés a.
P(a,n) = Card(F,(a))

Nga ky pércaktim kemi P(a,0) = 1 dhe P(a, 1) éshté numri i shkronjave né fjalén a. Né
qofté se fjala a éshté e pafundme, atéhere ¢cdo faktor mund té rritet né té djathté, késhtu

P(a,n) < P(a,n + 1) dhe pér mé tepér P(a,n + m) < P(a,n)P(a,m) sepse kemi gé:
Frim(@) € F,(a)Fy,(a).
Né bashkésing AN pércaktojmé distancén si mé poshté, pér:
u,v€A?, d(u,v) =27",ku n = min{k = 0|y, # v}

dhe pérn =0, d(u, v) = 0, né gofté se u = v. Bashkésia A® me distancén e pércaktuar
si mé sipér, pércakton njé hapésiré topologjike né A®, shpesh e njohur dhe si hapésira e

Cantorit. [16] N& kété topologji, vargu i fjaléve t& pafundme a® konvergjon né b;

b = lim a®

k—oo
Né qofté se pér ¢do indeks i € N kemi afk) = b;. Pér k mjaft té médha.
Pér shembull: vargu a® = u*v® konvergjonte b = u®.

Pohim2.5. [16] Pér njé alfabet té fundém A, hapésira A“ éshté kompakte.
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Pohim.2.6[16] . Le té jété dhéné morfizmi h : A* — A* dhe shkronja a e tillé gé h(a) =
aw ku w éshté njé fjalé jo boshe. Ndértojmé pér n > 0. u,, = h"(a) dhe v, = h™(w).
Atéheré:

1. up4q1 = u,v, dhe pér mé tépér u,, éshté prefiksi u,,; ,Vn=0.
2. Upyq = AVEULVy Uy,
3. Fjala e pafundme:

x = awh(W)h?>(w) --- (W) ---

éshté limit i fjalés u,, dhe x éshté piké fikse pér h. Dhe éshté e vetmja piké fikse e h gé

fillon me shkronjén a.

Shembull 2.2. Le té jeté A ={0,1}dhe A" ={¢ 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000,
001, ... }

Marrim shkronjén 1 € A = {0, 1} dhe fjalén me gjatési 3 nga 001 € A*
001 € A" = {¢, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, ... }

h(1) = 1001, h2(1) = 1001 h(001), h3(1) = 1001 h(001)AZ(001), ---.
Shembull 2.3. Le té jeté A = {0,1} dhe
A*={¢0,1,00,01,10,11,000,001,011, ...,1001,--- }

Shumézimi i fjaléve u = 1001, v = 010 éshté fjala w = uv = 1001010 = wy -~ w.
Fjala v éshté dy heré né fjalén w né pozicionet 2 dhe 4. Gjithashtu shohim w[1,3] = 001,
prapashtesa 1010 éshté katror i (10)2. |w|g = |ulg+ [v]lp =2+ 2 =4

Shembull 2.4. [54] Fjala e Fbonagit , &shté morfizmi i pércaktuar né alfabetin {a, b} nga
transformimi

h:av— ab,b—a
h®(a) = (Yp)nso = abaababaabaababaababaabaab ...

Eshté njé fjalé Sturmian dhe mund té pérfitohet né kété ményré pér B (prerja e arté)
rrénja mé e madhe e polinomit x2 — x — 1 = 0. Pér n > 1 né qofté se
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[(n+ 1)B| — Inp] = 2 atéheré y,_, = a né rast té kundéry,,_; = b

h®(a):= nllToo h™(a) = auh(w) h?(a)h3(a) ...

Kjo fjalé e pafundme éshté dhe pika fikse pér morfizmin h.
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KAPITULLI 11

VETITE TOPOLOGJIKE TE FRAKTALEVE NEPERMJET
ZBERTHIMIT NE BAZE NUMER PISOT

3.1 Zbérthimet - Beta ku beta éshté njé numér Pisot ose Salem

Le té shohim njé véshtrimi historik té zbé&rthimit né njé bazé té ¢fardoshme b. Interes
paragitin disa zbérthime- § (ku beta nuk éshté numér i ploté). Kéto zbérthime - B lidhen
me numrat Pisot dhe Salem. Kétyre zbérthimeve u jané atribuar punime té atoréve té

ndryshém si Allouche, Frougny dhe Hare ... .
1) Zbérthimi njé véshtrim i shkurtér

Njerézimi i ka paragitur numrat me njé shuméllojshméri bazash té ndryshme. Mé e
pérdorur sot éshté ajo me bazé 10, sistemi i tanishém i njohur me emrin sistemi Indu-
Arabé. Mund té pérmendim bazén 60 ( e pérdorur nga babilonasit), bazén 20 (e
pérdorur nga qytetérimi Maja), numrat me bazé 2 né shkencat kompjuterike e té tjera.
Sistemi i numérimit me bazé 2 dhe 16 jané shumé té pérhapura, né shkencat

kompjuterike té ditéve té sotme. [19, 83]
Le té shohim paragitjen standarde me bazé 10. [20 ] Marrim numrinx € [0,1)

Shkruajmé :

o 4

x=0.aq,a5a;5 ... = i=1 o0

Kétu a; € {0,1,-- ,9} ku 0.a;a,a;.. e ekuacionit t€ mésipérm éshté zbérthimi
(paragitja) me bazé 10 e numrit x.
Zbérthimi e x €[0,1) éshté periodik, né qofté se x = 0.a,a;, ... ax (Ag+1Ak42 - An)"

ku a, # a, dhe perioda éshté numri mé i vogél gé plotéson relacionin, atéheré themi se

paragitja ka njé paraperiodé me gjatési k dhe periodén me gjatési (n — k). Né qofté se
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perioda ka gjatési 1 dhe an= 0 atéheré ne themi se paragitja &shté e fundme dhe kemi

x = 0.qqa, ...ay.
Po japim disa raste me bazé 10 : x = 0.123576498 i fundém ;

x = 0.1235(76498)" periodik apo x =1 —3 =
0.141592653589793238462643383279502884197169399375 --- i pafundém.

Pér numrat né sistemin me bazé 10 dimé gé zbérthimi i njé numri éshté periodik ose i
fundém, atéheré dhe vetém atéheré kur ky éshté njé numér racional. Eshté e verteté edhe
pér paragitjen e njé numri né cdo bazé b € Z, kur b > 2, zbérthimi éshté periodiké ose
I fundém, atéheré dhe vetém atéheré kur ky éshté njé numér racional. Pér té shkruar njé
numér né njé bazé té caktuar (radix(= bazé) termi i pérdorur nga matematikanét ) jo
domosdoshmérisht baza duhet té jeté e ploté. Mund té zgjidhen baza té ndryshme jo té
plota, si £ >1 numér algjebrik rrénja e x> —3x+ 1 =0 apo ¢cdo numér tjetér

irracional si: 7, e, V2, ¢ prerja e arté. Edhe pse m éshté irracional (me bazé 10) ne
mund té ndjekim té njéjtin rregull duke shkruar fugité e bazés dhe paragisim numrin
bazuar né fuqité e .

w3, w2t m°

Njé rreth me diametér 1, ka perimetrin 10,,. Njé rreth me rreze 1,, ka sipérfagen 10,,.

Né bazé 2 kemi 11,5 = 1011, = 1000101,; = 1000.1001,, si fugi t€ ¢ né bazé ¢
5=¢%+¢ 1+ ¢ *=1000.1001,

Mbas viteve 50 té shekullit XX disa matematikané ndér ta mund té pérmendim Rényi,
Alfréd (1957) dhe Parry (1960) i cili studioi né ményré té hollésishme zbérthimet kur
baza éshté njé numér b ku b ¢ Z. Kéto raste njihen dhe si beta — numérimet, té cilat jané
pérgjithésime té shkrimit t&é numrave nga njé bazé e ploté né njé bazé jo té ploté. Me
zhvillim mé té médh né vitet 80 me pérshkrimin e kuazikristaleve (quasicrystals)
meqgenése beta — numérimet lejuan modelimin e kuazikristaleve. Sistemet e numérimit té
pércaktuar nga numrat beta (beta-numérimi,numra Pisot apo Salem ) jané té lidhura
ngushté me sistemet kanonike té numérimit, sisteme numérimi té gjeneruara nga

funksionet iteraktive (pérsérités) apo sistemet té tipit Pisot.
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Njé vecori e pérbashkét e studimit té zbérthimeve beta jané lidhjet té disa fushave nga
teorina e numeérit, gjeometria, topologjia, sistemet dinamike dhe shkencat kompjuterike.
Né ditét e sotme ndérveprimet midis kétyre fushave kané vendosur bérthamén e

kérkimeve né beta-numérimin .

Reny ishte nga té parét qé studioi pér paragitjen a njé numri x né njé bazé S jo numér i

ploté. Kéto njihen tani si zgjerimet S. Le té pérkufizojmé zgjerimet S té njé numri.

Pérkufizimi 3.1[21] . Le te jeté A = {a; < a,, -, a,}, n = 2 njé alfabet dhe numri real
B >1 |, paragitja e x € [0,1] né bazén B éshté vargu a:= (a,) € A®qé vérteton

barazimin;

o

x=Zanﬁ_"

n=1

ku a, € {0,1,,[B] — 1}. Atéheré a,a,as --- éshté zbérthimi B pér x (paragitja e x né
bazén (). Né material g éshté gjithmoné njé numér jo i ploté real dhe b njé numér i ploté.
Gjithashtu, si 8 dhe b jané rigorozisht mé té médhenj se 1.

Do té heqim’0’ né fillim te a,a, ---, pér té gené té njété me literaturén né zbérthimin B

dhe, se dyti, sepse éshté mé natyrale ta mendojmé zbérthimin g si njé fjalé té pafundme

dhe rezultatet kane njé paragitje mé té garté dhe mé pak konfuze.
Shembulli i zbé&rthimit me bazé numér jo té ploté.

Shembulli 3.1.

Le té jeté B numér algjebrik,rrénja mé e madheex3 —x—1 =0
kup =~ 1.3247. Atéheré:

1 1
1:ﬁ+ﬁ

1 1 1

=E+F+F

1 1 1 1
=E+F+F+F+'“
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késhtu q& zbérthimi B e I1-shit kemi dg(1) =011 =00111 , dhe dp(1) =
00110011 ---. Ndérsa pér

1
(5) =070
B

Si¢ shihet nga shembulli, &shté e mundur té kesh disa zbérthime B pér té njéjtin numér.
Né fakt, né rastin e prerjes sé arté, 1-shi ka njé numér té pafundém zbérthimesh g = ¢.
Numri i zbérthimeve pér numér 1 éshté studiuar né [22], ku pér B € (1,2) vértetohet gé

pér té cdo numeér;
1 <N < w,
ekzistojné 2 numra realé pér te cilét 1-shi ka pikérisht N zbérthime g té ndryshme.

Problema té lidhura me strukturén e pérgjithshme té njé zbérthimi g mund te gjenden né
[23].Vecorité e kétyre zbérthimeve £ lidhen me vetité té vecanta té spektrit S té

pérkufizuar si :

k
Y(B) ={zﬁ"i=k ENMENN <N = {0=y, <y, <}

=0

Le té kemi:

1(B) = lim inf(yn, — yn-1 ) dhe L(B) = lim sup(yn — Yn-1)
té lidhura me spektrine S, qé jané studiuar né disa punime si né [24, 25].

3.1.1 Zbérthimet Greedy dhe Lazy

Kur zbérthimi B pér njé numér nuk éshté i vetém, atéheré ne mund t’i rendisim kéto
zbérthime B lexikografisht. Paragesin interes zbérthimi B lexikografikisht mé i madhi
(greedy) dhe lexikografikisht mé i vogli (lazy). Lexikografikisht mé i madhi (greedy) ka
autoré té shumté né literaturé [7, 20, 22, 26, 28, 29, ] njihet si zbérthimi greedy. (Emri

vjen nga fakti se algoritmi gé pérdoret pér té gjetur kété zbérthim &shté njé algoritém
greedy).
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Pérkufizimi 3.1.2[20]. Né qofté se dgz(x) = a,aasz ... éshté zbérthim g maksimal

(lexikografikisht) atéheré e themi a;a,a; - éshté zbérthim greedy pér x me bazé S.

Njé zbérthim greedy né bazén B e numrit real pozitiv x éshté e formés [26]

X = Z;'x;—k a—i:B_i’
Ku a_; € Ag = [0, p) N Z dhe kénaq té ashtuquajturén kondita greedy
X — z a7 < p7N
No<ksN
pércdo N > N,.

Pér té marré zbérthimin greedy pér ¢do numér x € [0, ﬁ] né ményré dinamike pérdorim

funksionin pérsérités (Iterating function) [27]

fx né qoftése0 < x <
Tx =
k’BX — 1 né qofté se

ar Az

— i

gr,= 1

Tl
=

Figura 3.9 Funksioni pérsérités pér zbérthimet greedy

Njé zbérthim lazy né bazén B e numrit real pozitiv x pércaktohet si mé poshté :
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nése njohim n shkronjat e para a;a,as; ... a, té zbérthimit lazy té x né bazén g, algorimi

lazy pércakton b, ,; = 0, atéheré dhe vetém atéheré kur:

x < zllaiﬁ‘i + 2 %

izn+2

Shembulli 3.2

Le té jeté B rrénja e polinomit p(x) = x* — 2x3 + x — 1, zbérthimi greedy i 1-shit kemi

dg(1) = 111001. Pér té gjetur zbérthimin lazy kemi:

1 1 1 1
Yimagi =55, =5P=1

Shohim se b; = 0 pra pér n > 3. Ne duhet té marrim b,, = 1. Késhtugé 1 = 1101".

Pér té marré zbérthimin lazy pér ¢do numér né x € [Oﬁ] né ményré dinamike

pérdorim funksionin pérsérités (lterating function)

1
x né qoftese0 <x < ——
Fx né q BE-1)
Sx =
Bx—1 6 qofté som— b < x < 1
x—1 né qoftée se——<<x <——
BB —1) B—1
— » » 1 -
3— B P P g1 e
i r Yy Ir A /
: f_: e If / : F,
T, S fBzx=1 / 1 fBx-1
/ Ry /i ,,ff
1
A o/
= A :_,'f
B4 1 Y
/o Ala=1) ! 1 1
A ﬁ_l:m-u A—1
/L
Fa
[

S

Figura 3. 10 Funksioni pérsérités pér zbérthimet lazy
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Pohim 3.1.3 .[27] Funksionet T dhe S jané té konjuguar, gé do té thoté se ekziston

fuksioni i vazhdueshém ¢ me té anasjellté té vazhdueshém i tillé g ¢ o T = S o ¢.

Fuksioni ¢ éshté ¢(x) = ﬁ —X.

Vértetimi. [27 ] So(x) =%—,8x—i=%—,8x—i=

= Bx+ (1D =¢T(®)

Ky barazim éshté i vérteté pér cdo i = 0,1 . Shohimse ¢(0) = ﬁ , O (ﬁ) = 0 dhe
1 1 1
() =57
3.1.2 ALGORITMET Pér ZBERTHIMIN GREEDY.

Njé nga elementet [25] kryesore gé nevojitet pér zbérthimin greedy, éshté llogaritja e
a, = |Brn-1]. Kjo mund té béhet me teknikén e floting-point (paragitjen e numrave me
ményrén ku kemi 32 bits, ku shenja bit (1 bit), fugia (8 bits), mantissa, pjesa mbas
presjes (23 bits)), ashtu si né Maple nuk tregon numrin simbolikisht. Kjo tekniké na
lejojn pér paraqitien e “gabimit té€ tolerancés”. Pér t’u mbrojtur nga “gabimi i
tolerancés”, ne testojmé |a, — f -1, — 1| né njé tolerancé tol. Pér géllimet tona, ne i
pérdorim tol si 107P9%/2  pumrat ku “numrat” jané numrat e sigurisé gé ne po
pérllogarisim. Né qofté se kemi qé |a, — B - 1m—1| < tol né njé tolerancé “tol” ne
supozojmé gé nuk po punojmé mjaftueshém né njé saktési té larté dhe i dyfishojmé
“numrat”, rillogarisim B né kété gradé mé t€ larté té sigurisé dhe rib&jmé llogaritjen.

Né té kundért, llogaritja e r,, béhet gjithmoné simbolikisht. Kjo béhet pér dy arsye. E para
arsye €shté se kjo parandalon mbledhjen “gabimit té tolerancés” pérmes llogaritjeve né
vazhdim.

Arsyeja e dyté éshté gé na lejon té kuptojmé té génurit périodik ose i fundém i zgjerimit
B, ashtu si¢ krahasojmé r,,me té gjithé r,me k < n. Né ményré té ngjashme pérdoret kodi
pér zgjerimet lazy. Njé shembull éshté i dhéné mé poshté.

SHEMBULL 3:[25]

Né kodin e méposhtmé ne marrim B si rrénjé té vetme e polinomit midis 1 dhe 2.
Gjithashtu numrat Pisot jané numra té tipi £. Ata jané gjithmoné plotésisht té
pércaktuar. Kur polinomi nuk ka rrénjé Pisot, atéheré nuk éshté e garantuar gé rrénja
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éshté numér-pB, késhtu zbérthimet greedy” dhe “lazy” nuk mund té kené njé formé té
ploté té garté. Né qofté se né 60 shifrat e para, zbérthimi éshté i pércaktuar si periodik, ky
informacion jepet, pérndryshe, vetém 60 shifrtat e para jepen si shembull zbérthimi:

> read all;

> PPGreedy(x"3-x-1);

"10001(0)*omega"

> PPLazy(x"3-x-1);

"0000(1)"omega"

> PPGreedy(x"4-x-1);

"Kujdes: kur rrénja e polinomit nuk éshté Pisot. Llogarisni vetém 60 shifra "
"100000001000000000000100000000100000000001000000000000000001...."
> PPLazy(x"4-x-1);

"warning: Polynomial is not Pisot. Only Computing first 60 terms"

"000000011101111111111110111111110111111111101111111111111111.."

3.2 Zbérthimi Beta pér Beta, numér Pisot dhe Salem

Duhet té kujtojmé se né literaturé, ku flitet pér zbérthimet g té x-it, kemi parasysh
zbérthimin greedy té x-it. Pér té shmangur gabimet, duhet gjithmoné té specifikojmé pér
njé zbérthim si zbérthimi greedy ose njé zbérthim lazy, né qofté se éshté njé nga kéto
zbérthime. Kur paragitim zbérthime £, ne nuk nénkuptojmé zbérthim greedy, por njé
zbérthim té zakonshém té dhéné si né pérkufizimin 1.1. Zbérthimet [ té x gé studioi
Reny, ishin zbérthime greedy. Pjesa mé e madhe e studimeve té tij ishin zbérthimet né
pérgjithési, si¢ éshté edhe zbérthimi si fraksion (thyesor) i vazhdueshém ose zbérthimi g-
adicirregullt kug € Z, kugq = 2.

Reny [7] studio, zbérthime té tipit x =¢, + f(e; + f (&, + -++) ...) me shifrat (shkronjat)
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&n=(x)(n=0,1,--), ndérsa 1,(x) = f(epe1 + f(ensa + flepsz + ) ..). Né

ményré rekurente &y(x) = [x] , ro(x) = {x}, ndérsa e,,,(x) = [p(r(x))],

The1(X) = {(p(rn(x))}

[x] éshté pjesa e ploté e numrit real x, ndérsa {x} éshté pjesa dhjetore (fraksionale) e

numrit real x. Funksioni x = ¢(y) éshté funksioni i anasjellté i y = f(x).

Né rastin e zgjerimit g-adic kemi f(x) = x/q dhe né rastin e tipit fraksion (thyesor) i

vazhdueshém kemi f(x) = 1/x.

Ne mund t’i gjejmé shifrat duke marré ¢@(x) = q - x (dhe (x) = 1/x ) té
anasjelltit e f(x) dhe pércaktojmé 7,(x) = @(r,_;(x))mod 1. Reny tregoi si né
fraksionin (thyesor) té vazhdueshém dhe zbérthimin g-adik, shifrat jané té
pavarura. Pastaj ai studioi shtrirjen e zbérthimit g-adic, né zbérthimin greedy té
dhéné nga:

*

f(X)=ﬁ

mefS € R\Z, p >1dhep(x) = p - xmod 1.

Né zbérthimin greedy shifrat nuk ishin té pavarura. Njé shembull i thjeshté pér kété éshté
rasti # = 1.618 -~ rrénja mé e madhe x? — x - 1. Zbérthimi greedy nuk mund té
pérmbajé “011”.[20] Le té supozojmé se zbérthimi greedy pér ndonjé Xx- pérmban
“011”. Nése ne ¢ zévéndésojmé até me “100”, ateheré ne marrim njézbérthim f té
barabarté pér té njejtin numér, por ky i fundit éshté leksikografisht mé i madhi, duke

kundérshtuar faktin se zbérthimi S éshté zbérthimi greedy.

Algoritmi i zbérthimit greedy kryhet né ményré té drejtpérdrejté. Né qofté se zbérthimi
greedy éshté periodik, atéheré arrijmé té dallojmé kété fakt duke dhéné té ploté paragitjen
té kétij numri. Né qofté se zbérthimi greedy nuk éshté periodik, atéheré éshté e mundur té
gjejmé pér ¢cdo numér zbérthimin, relativisht shpejt. Ményra pér té gjetur zbérthimin

éshté pérdorimi i algoritmit greedy ku né ¢do hap merr mé té madhin nga shifrat.
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Pérkufizim 3.2.4[27] Pér numrin x kur njihen n shifrat greedy a,a,as ... a,,. Atéheré

algoritmi greedy pércakton a,, ., = 1, atéheré dhe vetém atéheré:

n . 1
Z af "ttt <x
i=1 B

Algoritmi 1.1.[20] (algoritmi greedy)

Shénojmé ry, = x dhe n, = - r,_1(mod 1) dhe a, = |Br,_1]. Atéheré a,a,as; ...

éshté zbérthimi greedy i x-it .

Celsi i (algortmi greedy) né studimin e Reny-it, &éshté r,(x) = @(r,-1(x)) (mod 1). Le
té marrim operatorin Tz (x) ku Tg(x) = B - x (mod 1). Zbérthimi né bazén g mund té
jeté i fundém, periodik apo i pafundém . Kur beta éshté numér jo i ploté , ne pérdorim
operatorin T duke pérséritur dhe pérfitojmé trajektoren e tij x 3 T(x) 3 T?(x) B ku
x; = |BT x| ku marrim x = %+ % + % + % + -+ dhe quajmé dg(x) =.x;x, -
zbérthimin beta té x . Fin(f) bashkésia e té gjithé x > 0 té tilla gé zbérthimi né bazén S
éshté i fundém. [28]Bashkésia Fin(B) N [0,1[ konsiston né pika té tilla gé orbita Tp
pérfundon me zero. Per (), bashkésia e té gjithé x > 0 té tilla qé zbérthimi né bazén g
éshté periodik. [28]Bashkésia Per(f) n [0,1[ konsiston né pika té tilla gé orbita T éshté

periodike. Né sistemin standart té shkrimit t€ numrit né bazén b > 1, b € Z éshté e
vérteté gé: Per(B) = Q(B) N R, dhe Fin(B) = Z[f~ ] n R,

Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qgé zbérthimi greedy té jeté periodik ose i fundém,

éshté gé Tﬁ(n) (x) té jeté periodik ose té pérfundojné me zero.

Perkufizimi 3.2.5 [20] Pérkufizojmé me Fin(B) bashkésiné e té gjithé x-ve té tilla qé

Tﬁ(”) (x ) té pérfundojné me zero.

Pérkufizimi 3.2.6.[20] Pérkufizojmé me Per (f) bashkésia e gjithé x — ve, té tilla qé

TB(”) (x ) éshté periodik.
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Né gofté se TB(”) (x ) pérfundon me zero, atéheré éshté periodik, me periodé me gjatési 1
dhe periodé shifrén “0”. Késhtu qé Fin(B) c Per(B). Né qofté se B éshté njé numér i

ploté, atéheré Fin(f) éshté bashkésia e numrave % kun € Z dhe Per (B) jané numrat

racionalé.
3.3 Historik mbi numrat Pisot

R. Salem né 1963 vértetoi qé bashkésia e numrave Pisot éshté e mbyllur dhe numri mé i

vogél Pisot éshté rrénja e equacionit: x3 —x —1 =10
M . Amara 1966 Pérshkroi pikat limite té bashkésisé sé numrave Pisot.

David W. Boy 1978-1985 paragqiti algoritmin pér llogaritjen e pisotéve né njé inerval té

fiksuar. Ka 3704 numra Pisot me njé figi mé té vogé baraz se 30 né intervalin (1, 2).

Né vitin 1989 David W. Boy vértetoi: né qoté se beta éshté numér Salem i fuqisé sé

katért, atéheré zbérthimi Beta i njéshit éshté periodik.

Njé konjekturé nga Boy: pér numrat Salem té fugisé mé té larté ose baraz se 7, zbérthimi
Beta i njéshit nuk éshté periodik. Prerja e argjerndé i korrespondon njé strukture
tetékéndéshe

x2—2x—1=0=y =1+ 2
Pér numrat Salem té njé fugie té caktuar éshté studiuar shpérndara e pjesés jo té ploté té
fugive t€ n-ta. Pér njé numér Salem a , vargu (a™) éshté i ngjeshur R\Z, por me
shpérndarje jo uniforme sipas modulit 1 . Numri Salem éshté i ngjashém me rrénjét e
njéshit , kjo bashkési ( t& gjitha numrat Salem ) éshté e mbyllur nése marrim fugqit e tyre .
[79, 85] Rrénja mé e vogél e polinom minimale x* — 2x3 + x — 1 = 0 éshté

(1+\/3+2\/§)

B =—— numri i vetém Pisot i cili t& katér rrénjét kané vetiné

B+ B2 =PB3+ Ba

Shumé autoré té ndryshém kané béré studime té thelluara né tiling té generuar nga numrat

Pisot, si (Akiyama, Sidorov, Thuswaldner, Arnoux , Sh. Ito ,Gjini etj.) Lidhshméri e Pisot
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dual tailings luan rol té réndésishém né zbérthimet né bazé . Studimet e zbérthimeve f
krijuan njé link ndérmjet simbolikés dinamike dhe teorisé sé numrit. Ekzistojné numra
Pisot, té cilét tili dual éshté jo i lidhur, edhe pse zbérthimi éshté i vazhdueshém me

shifra té plota.

Qéllimi kryesor i punimit éshté studimi i strukturés topologjike té tilings té generuar nga
numrat Pisot unitari. Ku ¢do tiling éshté e barabarté me mbylljen e brendésisé sé vet
tiling

Numri real x > 0 shkruhet né bazé 10 si mé poshté:

x = apl10f + a;_110F 1 + -+ ;10 + ag + a_;107  + a_,1072 + -
kua, €{0,1,---,9} dhe k >0
Pérnumrat x € [0,1] zbérthimi né bazé 10 éshté [29] si vijon
x = zkall“T’; ku a; €{0,1,-,9}
Disa veti: 1. Thuajse té gjithé kané paragitje té vetme né kété bazé.

2. Numrat me paraqgitje jo té vetme kané dy paraqitje té€ ndryshme:

9_5+6+2+5_5+6+2+4+9+9+
16 10 102 103  10%* 10 102 103 10* 105 10°

On —_ —_ ) =

Numri 10 éshté baza e zbérthimit dhe {0,1,---, 9} bashkésia e shiftave té zbérthimit. L&
té jeté B > 1 numér real jo i ploté [28, 30, 84].
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Zbérthimi  me bazé [ e numrave x éshtée i  formés

x=af*+ap_f¥ 1+ +aftaygta B +a B+
Shénohet: x = apay_, - a;ay.a_1a_, -+

Njé zbérthim greedy né bazén £ e numrit real pozitiv x éshté i formés:

R .
=)
i=—k

a_,a_, - éshté pjesa fraksionale (jo e ploté) e x shénohet me {x}. Dhe a,a;_; - a;a,

éshté pjesa e ploté e x shénohet me [x]. Shifrat a; e pérftuar nga algoritmi greedy jané

elemente nga bashkésia Az = {0,---, — 1}, né qofté se [ éshté numér i ploté dhe
Ag = {0,-, [B]}, né qofté se  éshté numér jo i ploté. Ky zbérthim pér x € [0,1) merret

si rezultatit i transformimit, beta qé pérséritet:
Tp: x — px-[px] dhe [Bx] € Ay

Le té kemi [29, 30, 31] 1=d_;1+d_,B~%2+ - zbérthimin e 1 i pércaktuar nga

algoritmi;

C_i = Pejyr — [Beoira], doy = [Be_ipal,

ku ¢, =1, dhe [x] éshté numri mé i madh i ploté gé nuk kalon x. Ky zbérthim

mendohet si trajektorja (orbita) e transformimit:
Tl‘?(l) (Tl = 1,2, ) dﬁ(l) = d—l’ d_z, o

quhet zbérthimi g i 1-it. Parry ka vértetuar se vargu x = a4, a,,--- i numrave jo negativé
éshté zbérthimi £ i numrit real jo negativ, atéheré dhe vetém atéheré kur kénaq konditén
leksikografike [29] :

Vp =0, oP(d) <pex d*(1)

dg(1) if dg(1) éshtéipafundém

Kud'(1) = {(d_l,d_z vy Aoy = 1)® if dg(1) =d_y, - d_y
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ku simbolet w“né kété string i wr, éshté zbérthimi periodik w, w,--- dhe o éshté
spostimi (shift) i pércaktuar nga relacioni: o((a;);<m) = (aj—1)i<y dhe vargu x =

a, a,, as ... quhet i pranueshém.

Zbérthimi né bazén B i njé numri x si mé sipér,éshté shtrirja e zbérthimit té numrit né
bazé té cfardoshme té ploté. Si¢ kemi zbérthimin e njé numri né bazé dy apo dhjeté,

shtrihet natyrshém ky koncept dhe né zbérthimin né bazén g.

3.4 Numrat Algjebrik, Numrat Pisot, numrat Salem dhe numrat Perron

Pérkufizimi 3.4.7[32] . Njé numér a quhet numér i ploté algjebrik, né qofté se éshté
rrénjé e polinomit monik me koeficient té ploté. Ka vetém njé polinom monik me
koeficient té ploté p(x), i quajtur polinomi minimal, ku a éshté rrénja e polinomit p(x)
me fuqi mé té vogeél.

p(x) = apx™ + ap_1 X" 1+ -+ a;x + a,

g, A1, -, An_1,0, €Z ,a, =1
L 5+/5 . . . 2
Njé rast éshté a = — . [Ménjae polinomit, p(x) = x* —5x+5

Pohimi 3.4.8. Le té jeté a numér i ploté algjebrik i rendit n. Atéheré:
Q@) ={ay_1a™ " +an_a" %+ -+ ara + aglag, -+ ap—; € Q}

Le té jet & @ € A i rendit n, polinomi minimal f € Q[X]factors over C

fIx1=1 |(x = a®)

Marrim @ = a®. Dhe numrat a®, ---, ™ jané té konjuguarit algjebrik t& a. Secili prej

kétyre numrave jep fushén e zgjeruar gé jané izomorfike ndérmjet tyre nga izomorfizmi i
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pércaktuar si @ - a® duke marré funksioni ¢;: Q(a) - Q(a®)ku ¢;(h(a)) =
h(a®) ku h € Q[X].

Ka disa klasa numrash algjebriké gé luajné njé rol té réndésishém né teorin e numrit dhe

aplikime, ku moduli i té konjuguarve té tij pércakton dhe klasén.

Pérkufizimi 3.4.9 [33,34,36 ]. Né qofté se a éshté numér i ploté algjebrik dhe p(x)
éshté polinomi minimal, atéheré themi pér té gjitha rrénjét e tjera té p(x) té konjuguar té
a.

Pérkufizimi 3. 4. 10. [33,34,36 ] Numrat Pisot f plotésojné konditat e méposhtme:

= 3 éshté numér i ploté algjebrik , 8 > 1
= TEé gjithé B;’t t& konjuguarit B, s+, Bq t& B (ku d éshté fugia e polinomit
minimal t¢ B ) jané né modul mé té vegjél rigorozishtse 1, |8;] < 1,
i=23-,d

Pérkufizimi 3. 4. 11 [33,34,36] Numrat Salem t jané numra té ploté algjebriké t > 1 té
tillé gé té gjithé té konjuguarit e 7’t jané né modul mé té vegjél baraz se 1 dhe, té paktén,
njéri prej té konjuguarve éshté i barabarté me 1 né modul.
= 7 éshté numér i ploté algjebrik
= T>1
= TE gjithé t;’t té konjuguarit 7,,13,:+, 74 t€ T (ku d éshté fugia e polinomit
minimal té 7) jané né modul mé té vegjel ose baraz me 1, |7;| < 1,i=2,3,:--,d

= Ekziston té paktén njé j € {2,3,---,d} i tillé gé|r;| = 1

Pérkufizimi 3. 4. 12. [35]Numrat Perron a jané numra té ploté algjebriké a > 1,té tillé

qé té gjithé a -8, t& konjuguarit t& ndryshém nga a, jané né modul mé t& vegjél se a.
Né figurén e méposhtme jepet njé diagramé mbi kéta numra algjebriké.
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s

T

Vetin e
fundme (F)

Numrat Parrv
. (zafic)

Numrat
Pizot

Numrat e thjeshts
Parry (SFT)

Klasifikimi i numrave Parry

Figura 3.11. Klasifikimi i numrave Parri(Parry)

3.5 Algjebrikét e ploté té klasés S (bashkésia e numrave Pisot)

Pérkufizim 3.5.13: [34,36] Le té jeté 8 njé numér i ploté algjebrik i tillé gé té gjithé té
konjuguarit e tij (jo veté @) té kené modulin rigorozisht mé té vogél se 1. Atéheré do té

themi se 6 i pérket klasés S.
Pér kété klasé numrash kané vend vetité e méposhtme.

Teorema 3.5.14.[36] Né qofté se 6 i pérket klasés S, atéheré 8™ tenton né 0 (mod 1) kur

n — oo,

Vértetim: Supozojmé se 8 éshté rrénjé e polinomi me fuqi k dhe té jené a4, ay, ..., ax_1
té konjuguarit e tij. Numri 8™ + af* + --- + a;/_; éshté njé numér i ploté (racional). Meqgé

|a;| < 1 pér té gjitha j shénojmé me p mé té madhine |a;|,j = 1,2, ...,k — 1,
lag|™ + -+ ||t < (k—Dp",p <1,
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dhe késhtu prej nga 0™ + af + -+ + a}_; = 0(mod1), shohim se (mod 1) 6™ - 0,
edhe kjo tendon né zero né té njéjtén ményré si termi i pérgjithshém i njé progresioni

gjeometrik qé konvergjon. Shkruajmé se |[8™|| — 0.

Rezultati i mésipérm mund té pérgjithésohet si vijon. Le té jeté A njé algjebrik i ploté i

fushés Q(0) , dhe té jené w4, Uy, ..., Ur—1 t€ kKonjuguarit e tij. Atéheré:
A" + pyag + o+ o1 ag g

éshté njé numér i ploté (rational integer), késhtu |[16™]| tenton té shkojé né zero kur n —

oo, Métej pérgjithésimet jané té mundura pér numra té tjeré A. Né klasén S éshté numrin
kuadraktik (1 +V5). (Té gjithé té plotét pozitiv mé t& medhenj se 1 i pérkasin S).

Vértetohen teoremat e méposhtme .

Teorema 3.5.15[36]. Né& ¢do fushé té numrave realé algjebriké, ekzistojné numra té
klasés S.

Vértetim: Shénojmé me w4, wo, ..., wy, bazén e fushés sé numrave té ploté dhe té jeté

w?,w?%...,w,ﬁ” pér i =1,2,...,k —1 té konjuguarit e numrave w;,w,, ..., w,. Nga

teorema e Minkowskit pér format lineare, mund té pércaktojmé numrat e plotét

X1, X2, .., Xk, JO té gjitha zero, té tilla gé:
|xiwq + -+ x| < A

|x1w§") +o+x0P<p<t (=12,.,k-1)

Nga ku , Ap*~1 > .,/|D|, D éshté pércaktori i fushés. Pér A mjaft t¢ médha, kjo éshté

gjithmoné e mundur dhe késhtu te elementet e fushés;
0 = x1w1 + - + xwg

I pérkasin klasés S.
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Teorema 3.5.16[36]. Numrat Pisot mé té vegjél ose baraz me 6,5 renditen né vargun

rrités si mé poshteé :
0,=01<0;,<60;<60;<0,<0,<0:<0" <6<

1++5 _

<O <Opy1 <Oy < <O

<0,<6,<6,,,<<

Numrat algjebrik 6,,, (62,41) jané rrénjé té polinomeve

1-x2"(14x-x2)
1-x

1-x2+1(14x-x2)

1—x2

Pon(%) = (Pon() = )kun>1

Numrat algjebrik 65,,) (6,,+1) jané rrenjé té polinomeve

1+x2(14+x-x2)
1+x

P, (x) = (P2n+1(x) =1+x>"1(1+x- xz)) n>7

Numrat algjebrik 8", 6, 8, jané rrenjé té polinomeve : 1 + x + x? — x* — 2x° — x®,

1—x2+x"(1+x—x2),1—x*+x"(1+x—x2),n>17
3.6 Karakteristikat e numrave té klasés S

Vetia kryesore e numrave té klasés S na ¢con né pyetjet e méposhtme. Supozojmé se 6 >
1 éshté njé numér i tillé qé ||6™|| - 0 kur n — oo (ose gjendet njé O e tillé gé ekziston
njé numér real A i tillé qé ||[16™|| - 0 si n —» o). A mund té themi se 6 éshté njé numér i

ploté algjebrik qé i pérket klasés S?

Ky problem i réndésishém ende éshté i pazgjidhur. Por pér disa raste pérgjigja mund té

jeté positive. Eshté rasti kur plotésohet njé nga dy kushtet e méposhtme: [34,36]

1. Vargu ||[16™|| tenton né zero mjaft shpejt, né ményré té tillé qé té konvergjojé
seriae Y [|[26™|2.

2. Dimé se 6 éshté numér algjebrik. Né fjalé té tjera, kemi dy teoremat pasuese.

Teorema 3.6.17 [36]. Né qofté se 6 > 1 éshté i tillé gé ekzisotn njé A i tillé gé:
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D Inem <o

Atéheré , 6 éshté njé numér i ploté algjebrik i klasés S dhe A éshté njé numér algjebrik i

fushés sé pércaktuar nga 6.

Teorema 3.6.18 [36] . Né qofté se 6 > 1 é&shté njé numér i ploté algjebrik i tillé qé
ekziston njé numér real 2 me vetiné gé ||A0™|| - 0 si n — oo, atéheré 6 éshté njé numér

i ploté algjebrik i klasés S dhe A éshté njé numér algjebrik i fushés sé pércaktuar nga 6.
Veértetimi i teoremés bazohet né lemat gé vijojné .

Lema 3.6.19 Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém pér serité né fuqi:

oo

f@ =) e

0

té jeté njé funksion racional;

P(2)
Q(2)

(P dhe Q polinome), éshté qé koeficientét té plotésojné lidhjen rekurente,
AoCm + A1 Cpy1 + o+ ApCmyp =0,

pér cdo m = m,, ku numri i ploté p dhe koefigientét ay, ay, ..., @, jané té pavarura nga

m.

Lema 3.6.20 (lema e Fatousit) [34] Né qofté se né seriné fugi né lemen 3.6.19
koeficientét c,, jané té ploté racionalé dhe, né qofté se seria péraget njé funksion

racional, atéheré:

P(2)

f(2) =m,
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Ku P/Q éshté e pathjeshtueshme, P dhe Q jané polinome me koeficienté racionalé dhe

Q(0) = 1.

Lema 3.6.21(Kronecker).[37] Seria né lemen 3.6.18 pérfagéson njé funksion racional,

atéheré dhe vétém atéheré kur pércaktori;

Co (1 Cm
Ap= .0 2 fma
Cm  Cm+1 o Com

jané té gjithé zero pér m > m,.

Lema 3.6. 22 (Hadamard) Le té jeté pércaktori:

al bl s l1
D=|% bz - L
a, b, .. L,

me elemente komplekse ose reale. Atéheré:
n n n
1D?| < (z |aj|2> (Z |bj|2> (Z |zj|2>.
0 0 0

Lema 3.6.19, vértetimin i cili éshté klasik dhe gjendet te Hardy, G. H., A course of Pure
Mathematics 1952, lema 3. 6.20 , e cila mund té gjendet né Hardy, G. H, Littlewood, J. E,
and Plya, G., Inequality1952. Lema 3.6.22 ,vértetimi né rastin kur elementet e D jané
realé, éshté mé i kuptueshém. Kurse pér rastin komples,éshté mé i véshtiré pér t’u

kuptuar:

Njé problem i pazgjidhur ende ekzistensa e numrave transhendent 9 gé gézon cilésiné qé

[|A9™|| = 0 kur n — oo,
Mbyllja e bashkésis S.
Teorema 3.6.23 [34]. Bashkésia e numrave té klasés S éshté njé bashkési e mbyllur.

Pér vértetimin i késaj teoreme na duhet té vértetojmé sé pari lemén e méposhtme .
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Lema 3.6.24 [34] Pér ¢do numér 0 té klasés S i korrespondon njé numér real A e tillé qé

1 < A < 6 dhe etillé gé seria;

> e
0

konvergjon me njé shumé mé té vogél se njé konstante e pavarur nga 6 dhe A.

Vértetim: ( Rafael Salem 1947) Le té jeté P(z) njé polinom i pathjeshtueshém me
koeficient racional té ploté gé kané 6 si njé prej rrénjéve té tyre (té gjithé rrénjét e tij

gjenden né brendési té rrethit njési |z| < 1) dhe shkruajmé:
P(z) =zF+ q 2% 1 + - + q,.

Le té jeté Q(z) polinomi reciprok:
1
Q(z) = z*P (E) =1+ q,z+ -+ qz*.
Fillimisht supozojmé se P dhe Q nuk jané identike, e cila napérjashton 6 té jeté

rrénjé kuadratike. Serité fuqi:

P@
Q(2)

=cyt+crz+-+cpz" + -
ka koeficienté racionalé té ploté (megé Q(0) = 1) dhe rrezja e konvergjencés éshté 1.
Le té pércaktojmé u té tillé gé:

U P2
-0z Q(2)

g9(z) = T

do té jeté i rregullt né rrethin njési. Po t¢ marrim;
P(z) = (z—0)P1(2),
Q) = (1-062)Q1(2),

Atéheré,P, dhe Q, jané polinome reciprokedhe kemi:
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Lm0
e

Prej nga Pl(z)| = 1 pér |z| = 1, prej nga 2 gshté | rregull t pér |z| <1, kemi
Q1(2) Q1
IAChe
1 ( _1) <1
Q:(671)
dhe késhtu,
lul < 6 1<9
H 0 .
Sé fundmi,

9 = ) po"z" =Y cua = ) (o™ = )"
0 0 0

ka njé rreze konvergjence mé té madhe se 1, meqg rrénjét e Q(z) té ndryshme nga 61

jané té gjithé jashteé rrethit njési. Prandaj:

- 1 (2
DW= eyt =5 [ lg(e®)dp.
0 Jo
Por, nga (1) dhe (2), kemi pér |z|] = 1

1
< 41=24-<3
0 —-1) To

|l |
Q

lg(2)] < gT"'

P| 6% -1
1

Prej
D won - c)? <9
0

e cila, siguritsht, na jep
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Znue"nz <o,
0

Kur |u| < 6 dhe 1, mund té supozojmé, duke ndryshuar, nése éshté e nevojshme,
shenjéne P/Q, se u > 0. Rasti u = 0, i cili do té sjelléP (%) = 0, éshté pérjashtuar pér

momentin, meqé kemi supozuar se 6 nuk éshté njési kuadratike.) Prandaj mund té

shkruaim 0 < u < 6.

Pér té pérfunduar vértetimin e lemés, supozojmé se u < 1. (Pérndryshe mund té marrim
A = u dhe nuk ka asgjé pér té vértetuar). Ekziston njé i ploté s i tillé gé
1 1

5S/J<95_1

ose 1<65u<@,

Marrim A = 85u dhe nga (3) kemi:

DI0mIE = Y Iuem I = D [luo™ I < ) [lu6™ 2 < 9.
0 0 0 0

Megé 1 < A < 6, mosbarazimi i fundit provon lemén, kur 6 nuk éshté njési

kuadratike. Mbetet pér t’u shqyrtuar rasti kur 6 éshté njési kuadratike. Né kété rast

o +67"

Eshté njé i ploté racional dhe:
n 1
6™ < an

Késhtu

N nl2 N 1 62
Z”H I <297n:92 1
0 0
Dhe, meqé 6 + = éshté barazimi i fundit te (3), kemi 6 > 2 dhe
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62 <4
62 —-1 3

Késhtu, megé Y ||0™||? < g lema mbetet e vérteté, me 1 = 1.

Shénim. Né lemé, né vend té konsiderojmé konvergjencén e

> e
0

ne mund té marrim né konsideraté konvergjencén e:

o)

z sin’mA0"

0

Né kété rast kemi:

Z sin’mA8™ < 9r?
0

Veértetim i teoremés 3.6.18 [34] Shqyrtojmé njé varg numrash té klasés S,

61,05, ..., 0y, ... gé tentojné né numrin w. Duhet té vértetojmé gé w i pérket S. Le té

shogérojmé ¢do 8, korresponduesen A,, té lemés sé tillé gé:
1<2,< Bp,ZSinzn/lpepn < 912
0

Shqyrtojmé, nése éshté e nevojshme, njé nénvarg vetém té 6,, mund té€ hamendésojmé se
A, té cilat pérfshihen, pér p mjaft t&¢ médha, midis 1 dhe 2w tentojné né limitin u.

Atéheré, relacioni | mésipérm na jep menjeheré:

co

Z sin*muw™ < 9m?
0
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e cila provon se w i pérket klasés S. Kjo tregon qé bashkésia e numrave S éshté e
mbyllur. Kjo pasohet nga 1 gé nuk éshté piké limite né S. Né fakt éshté i menjéhershém
gé implikohet 6 € S, pér té gjithé té plotét g > 0, ku 69 € S. Prej kétej, nése 1 + €, €

S, me €, = 0, do té kemi:
1+ em)[%] ES
até jeté njé numér real pozitiv dhe [%] shénojmé pjesén integrale té i Por, ashtu si
m — o, €, - 0dhe
(1+ em)[%] - €%

Kjo do té pasohet nga fakti se numrat e S jané kudo té ngjeshur, gjé e cila bie ndesh me

teoremeén tone.

Shembull 4

Figura 12. Numri Pisot 1. 3803... dhe Figura 13 Numri Salem 1.2806...., dhe

rrénjét e tjeraté x* — x3 — 1rrénjét e tjeratéx® — x> —x* —x3 + 1

roots xto2x 437 —3x+2=0

x*—2x34+3x2-3x+2=0

Results:

x = 0.0433154 + 1.22719
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x = 0.0433154 - 1.22719§

x = 0.956685 - 0.6412

x = 0.956685 + 0.6412

Roots in the complex plane:

I A
10}

0.5}

0.0 { Re(x)
—05f

10} ]

o0 02 04 08 082 10

x*—3x3-2x2-3=0

8O-
GOF
40

20

-2 2 4 [
=20r1

x = —1.0968: x =~ 3.6165 x=0.24020-0.83582¢ x = 0.24020 + 0.83582i
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Imix)

00— : s | Reix)
—0.5}

10} . !
e 23 4

Nurat Pisot 1. 3803... rrénjé e x* — x3 — 1 dhe Salem 1.2806....,

Marrim Q(p) si fusha minimale gé pérfshin numrat racionalé Q@ dhe numrin Pisot .

Vetité e zbérthimit g jané té lidhur ngushtésisht me dinamikén simbolike.

Mbyllja e bashkésisé sé vargjeve té pafundme, gé pérfitohen nga zbérthimi i S, quhet

spostim S (B — shift). Sistemet né simbolikén dinamike jané nénbashkési té mbyllura té
pandryshueshme (closed shift-invariant) té Jl,;” . Spostimi sipas B éshté i fundém,

atéheré dhe vetém atéheré kur Tg‘(l) = 0 pér ndonjé n dhe éshté spostim pjesor (sofic),
atéheré dhe vetém atéheré kur orbita e transformimit {77 (1)} éshté e fundme. Njé

pérshkrim té familjes sé numrave Perri e ka béré Shigeki Akiyama (2)

Lema 3.6.25. 8, &shté njé numér Perron gé nuk i pérket U , U bashkésia e numrave té

ploté algjebrik mé té médhenj se 1 ku té konjuguarit kané modul té€ shumtén 1 .
Veértetim. Le té jeté V = {1,2, ---, n} dhe pércaktojmé brinjén direkte E nga pércaktimi:
i-»i+1(=12--,n—-1),n->1n-2

Matrica adjacente e kétij grafi éshté primitive dhe rrénja e tij Perron-Forbenius éshté f,,,
(é tregon gé pB,, éshté numér Perron . Nga (B,)"*! — B, — 1 = (B,)? — 1 > 0. Shohim

Se:

Bo>P3>Py>>1
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Meqé B éshté numri mé i vogél Pisot , B, pérn = 4 nuk jané numra Pisot. Por nuk jané

as numra Salem, sepse nuk kané té konjuguar pozitiv real.
Lema 3.6. 26 Polinom i x™ — x — 1 éshté i pazbérthyeshém né Q pérn > 2.

Shumé punime kané treguar gé numrat Pisot kané njé natyré té bukur né zbérthimet beta.
Pér njé numér té ploté algjebrik g, zbérthimi i njéshit dg(1) jo gjithmoné éshté i fundém
apo periodik. Megjthaté né rastin e njé baze B gé éshté njé numér Pisot, zbérthimi greedy
i njéshit éshté e sigurté, éshté ose i fundém, ose periodik. Kur g éshté numér Pisot,
atéheré cdo element i zgjerimit Q(B) ka zbérthim greedi té fundém ose periodik né bazén

B edhe e anasjellta éshté e vérteté.

Shohim unazat zgjerim Z[B], Z[F~']dhe Z[B, £ 1][39]. Mardhénia ndérmjet kétyre

anazave éshté:
Z[B] < z[p,p~'1dne Z[p~] < ZIB, B~
Kur Béshté njé numér i ploté algjebrik, ateheré Z[B, 1] c Z[B~1].
Kur B éshté njé numér i ploté algjebrik njési, atéheré Z[B, 1] c Z[B] dhe si rrjedhojé
ZIBI=ZIB~"]
Mbéshtetur né Teoremén Kronecker, 1957 kemi:

Teorema 3.6.27 [34] Pér polinomin f(w) € Z[w] i pazbérthyeshém monik me rrénjé

04,05, -+,0,. Né qofté se |0;] < 1 pér ¢do i, atéheré 6; jané té gjithé faktoré ciklotomike.

Pérkufizim. 3.6.28 Polinomin f(w) i pazbérthyeshém monik me rrénjé ;. Masa Mahler

pércaktohet e barabarté me:

M) = | [maxtt, 100
k=1

Konjekturé. 3.6.29 [2014] Ekziston njé ¢ > 1 e tillé qé pér ¢cdo f(w) € Z[w],
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M(f) <csjell M(f) = 1.

3.7 Struktura topologjike e tiling té pérfituar nga Pisoté té ndryshém.

Né punimin e tyre Sh.Akiyama dhe J.M Thuswaldner [15] paragesin strukturén
topologjike té tiling té lidhur me numrin irracinal quadratik @ ku polinomi minimal i
éshté x2 + Px + Q ku a formon sistem kanonik numérimi (CNS), atéheré dhe vetém
atéheré kur koeficientét e kétij polinomi plotésojné kushtet —1 < P < Q dhe Q > 2.
Kjo lidhje me CNS realizohet né ményré té natyrshme. Gjithashtu, po né kété punim,
autorét pérshkruajné dhe tilin e lidhur me CNS. Pér a njé numér algjebrik i ploté i fugisé
n bazé e njé CNS dhe zhytja kanonike @ i Q(a) né R".

Marrimim a=a®,a@, ..., a™ dhe a1t g0+ ... q(1+72) q(ri+72) 18
konjuguarit a« ku a® péri€{1,--,r} jané real dhe a¥) pérj e {r, -, +1,}

jané kompleks . x@ (j = 1,2, .......r; + 2r,) té konjuguarite x € Q(a).
Ndértojmé @ funksionine: &: Q(a) — R™ ku (r; + 2r, = n) té pércaktuar si

O(x) = (x@, ..., x, R(xT1HD), F(xM1FD), oo, R(xT1F72)), F(x1+72))
Ku pér n = 2:

(R(x),3(x))pér a € C\R
(x,x")péra € R

®(x) = {

Le té marrim bashkésing;

T = {i a_®(a)a_; € N}

i=1
Kjo bashkési pérbén tilin gendror.

Eshté treguar né Katai-Kornei gé familja e:

T + ®(w) ku (w € Z[a])
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Formojné njé tiling (dekompozimi i R™né bashkési kompakte secila mbyllja e brendisé sé
vet dhe secila me kufi me masé Lebegu zero me prerje boshe té brendésive) pér R™. Le
té jeté a njé numér algjebrik i ploté dhe & = {0,1, -+, [N(a)| — 1} ku N (x)éshté norma
e x néQ(a)/Q. Kemi Z[a] nénunaza mé e vogél e C, gé pérmban Z dhe a . Né gofté se

pér cdo element x téZ[a] ekziston numri i ploté jonegativ £(x) i tillé qé:
£(x)

x=Zaiai(ai€]\f)

i=0
Ne e quajmé ciftin (a, V') sistem kanonik numérimi (CNS). Paragitja na jep paragitjen
a — adic té x, ku a éshté baza e CNS (a, V).

Teorem. 3.7.30 Le té jeté(a, V') sistem kanonik numérimi (CNS) dhe T tilin gendror.

Kané vend pohimet e méposhtme:
1. Trasformiminé Z[a] i T pérbén njé mbulim té gjithé hapésirés;

R™ = U ](T + d(w))

WEZ[a

2. Dy trasformimi né Z[«a] té T priten né njé bashkési me masé Lebegu zero,
u(T + @(w)) N (T + P(wy)) =0
Kuwy,w, € Zla] , w; # w,.
3. Pércdo p € S imazhi i ®(p)éshté piké e brendshme e T , pér mé tepér origjina

0 = ®(0)éshté piké e bréndshme e T.
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4. T éshté e barabarté me mbylljen e brendésisé sé késaj bashkésie
T = Inn(T)
5. Cdo piké e brendshme e T éshté njé piké eksluzive e brendésisé

Inn((T + ®(w)) N (T + P(w,))) =0

Kuw,w, € Zla] , w, # w,

6. Masa e Lebegud pér kufirin e T éshté zero

u(@(m) =0

Vértetimi 1 késaj teoreme kérkon té kuptohet natyra e tiling té generuar nga numrat
quadratik.

3.8 Sistemi i numérimit Pisot dhe self-similar planar tiling

Marrim  Fin(B) bashkésiné e té gjitha zbérthimeve Beta té fundme. Kondita e

méposhtme luan njé rol té réndésishém né studimet e zbérthimeve té fundme.

Fin(B) = Z[1\B]:o. (F)

Né gofté se B > 1 éshté njé numér i ploté, atéheré kondita (F) plotésohet. Anasjelltas,
nése plotésohet kondita (F), Kkjo sjell gé numri 8 > 1 éshté njé numér Pisot.

Z[1\B]so éshté nénbashkésia e elementeve jonegative té€ Z[1\S]. Per(B) bashkésiné e
té gjitha pikave perodike té transformimit T bashkésia e pikave orbita e té cilave né

transformimin T jané té fundme.
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Schmid vérteoi gé:

= néqoftése Q N [0,1) c Per (B), atéheré B éshté numér Pisot ose numér Salem,

= né gofté se B éshté numér Pisot atéheré Per () = QN [0,1).

Marrlm ﬁ — ﬁ(l), B(Z), v ﬁ(rl)dheﬁ(rl +1)’B(T1 +1), .ee, B(rl +72 )’B(Tl +1ry )’ te konjuguarlt

Bku B périe{1,-,r} jané real dhe U) pérj € {ry, -, 1 + r,} jané kompleks .

xD (j=1,2,.....my + 21,) t& konuguarite x € Q(B).

Ndértojmé @ funksionin ®: Q(f) — R™*27271 (3, + 2r, = n) tépércaktuar si:
O(x) = (x@, ..., xT, R(x D), F(xM1FD), oo, R(xT1F72)), F(x1+72))

Marrim A =a_;,a_,...... zbérthimi greedy né bazén g i njé elementi té Z[B]1N[0,1).
Bashkésia e elementeve té Z[1\S]xo, té cilét né zbérthimin greedy kané pjesén jo té ploté
né A, e shénojmé me S,. Njé tail pércaktohet si T, = ®(S,), ku T,éshté koleksioni i

vargjeve té pafundme té majta té pranueshme:
et d3z3d,01040 @ A= - a3a2a1a0.A
té fituar nga funsioni ® né R*1,

3.8.1 Klasifikimi i numrave Pisot té fuqisé sé treté .
Polinomi minimal i numrave Pisot unitary té fugisé sé 3 gé gézojné vetiné e funde (F),

jané Kklasifikuar si mé poshté:

x3—ax?—(a+1Dx—-1,a=>0
x3 —ax? — bx — 1,a = b = 1( tipi Frougny- Solomyak)

x® —ax? —1,a = 1 (tipi Hollander)

W bd e

x3—ax?+x—-1,a>2

Shigeki Akiyama [4] tregon se klasa e numrave Pisot té fuqisé sé treté, té cilét gézojné
vetiné e funde (F), jané rrénja mé e madhe e polinomeve me koefiginté té ploté:
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x3—ax?—bx—1,a>0dhe—1<bhb<a+1

Né qofté se b = —1, atéheré a > 2.
Pohim. 3.8.31 [4] Let B be a pisot unitar i fuqisé sé treté,i cili gézon vetiné e funde (F)

me polinom minimal x3 — ax? — bx — 1, atéheré:
dg(1) =.abl, néqoftése 0<h<a
dg(1) =.(a—1)(a—1),néqofté se b =—-1dhea =2
dhe dg(1) =.(a+ 1)00al, néqoftése b=a+1

Nése 8 éshté numé Pisot unitar qé gézojné vetiné e funde (F), origjina né R¢~1 éshté njé
piké e brendshme e T, tili gendror dhe tailin T,,(w) # n. Té tjerat nuk e pérmbajné
origjinén.

3. 8.2 Lidhshméria né Pisotét e fuqisé se treté e té katér.

Lidhshmeéri e Pisot dual tailings luan rol té réndésishém né zbérthimet né bazé £ [30,31].
Ekzistojné numra Pisot, té cilét dual tiles &shté jo i lidhur edhe pse té surprizur, pér arsye

se zbérthimi éshté i vazhdueshém me shifra té ploté. Numri i zbérthimeve  nga numra
Pisot ku kemi komponete té palidhur, éshté mé i pakté si raste té studiuara. Njé rast éshté
dhe Kky i studuar né punimin e doktoraturés[82,86]. Zbérthimet Pisot pér rastin e rrénjés sé
polinomit:

x*=3x3 + x2-2x—-1=0

pér té cilin ka té paktén njé komponente té palidhur.

Teorema 3.8. 32.[30,31] Eshté dhéné S > 1 Pisot unitar. Shénojmé me 7 =

maxkleé‘(l) dhe né kété ményré marrim mé té voglin tile T,,. Né qofté se:
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T, 0 (T, - o(B™) # ¢,
atéheré cdo Pisot dual tile éshté i lidhur sipas hargeve .
Le té jeté S njé rrénjé pozitive mé e madhe se 1 e;
x3—x>—-x—-1=0,
ky éshté njé numér Pisot unitar. Marrim bashkésiné:
Tg = {Tizo wi(B)5 Vi, w; € {0,1}, wiw;i1 Wiy, = 0},

e cila éshté njé bashkési kompakte nénbashkési e C, té cilén e quajmé taili géndror ose
dhe Rauzy fraktal. [66]Si tregohet dhe né figuré, ajo ndahet né tre taile bazé T (i) ,i =
1,2,3.

Figura 3. 14 Razy Fraktal

Ato i korespondojné vargjeve (w;);so té tilla gé, ose w, =0, ose wyw; = 10, ose
woew; = 11. Taili gendror mund té& mbulojé planin né dy ményra, e para korespondon me
tiling periodik, e dyta me tailing me mbulim vetjak té pérséritur(self —replicating tiling)
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Figura 3.15. Dy ményra mbulimi i planit nga fraktalet Razy

Figura 3. 16. Struktura e tribonaci Fraktale

Teorem 3.8.33.[30.31] Marrim £ njé numér Pisot unitar i fuqisé sé 3 ose té 4 rrénjé e
polinomit monik p(x) € Z[x]. Né qofté se degB = 3 ose p(0) = 1, atéheré cdo tile
éshté i lidhur. Né qofté se degB = 4 dhe p(0) = —1, atéheré cdo tile éshté i lidhur
atéheré dhe vetém atéheré kur plotésohet kushti a + ¢ — 2|8l #1 ku a,c,B jané
koeficienté dhe rrénja e polinomit;

p(x) = x* —ax® — bx? —cx — 1.

Neé fakt, né qofté se deg B = 4,p(0) = —1 dhe a + ¢ — 2|B] =1, ekzistojné tilin jo té
lidhur.

Lema. 3.8.34 [30.31]Né qofté se 8, njé numér Pisot unitar i fugisé sé 4 dhe polinomi
minimal éshté :

p(x) =x*—ax3—bx? —cx—1
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Dhe, né qofté se pér rrénjén negative yté polinomit x2 — [B]x — 1 éshté e vérteté qé
p(y) > 0, atéheré ka té paktén njé tile jo té lidhur.

Teorem 3.8.35 .[30.31,82,86] Né gofté se § njé numér Pisot unitar i fugisé sé
4 dhe polinomi  minimal éshté ;

p(x) = x* —ax3 — bx? — cx — 1;

cdo tile &shté i lidhur sipas hargeve pérveg rasteve:

a=5 a=3 a=3 a=1

c=a-—3 , c=a-1 ’ c=a+1 ’ c=a+3
X<b<-a (Sf=<bhb=-1 (EPsbh<a-1 (Ef<b<2a+2
Shembull 4 .

P(x) = x*—3x3 + x2-2x—-1

Rrjénjét i kétij polinomi paraqgiten né figurén e méposhtme. Rrénjét té ndértuara me ané
té programit www.wolframalpha.com . Vihet re edhe nga figura gé rrénja mé e madhe
eshté njé numeér Pisot, i fuqisé sé katért.

Trmil %) roots o3l et 2x-1=0
|.IIE [
[ x = —0.358434
0.0t - - 4 Reix)
x = 2,93132
x = 0.213559 - 0.951921i

x = 0.213559 + 0.951921i

0 1 2 ]

Figura 3.17. Rrénjét e polinom i fuqis 4
Jemi né kushtet e lemés; [82, 86]
y=1- V2.

Eshté rrénja negative e;
x2—|Blx—1=0

p(y) = y*=3yx® + y* -2y -1

p(3) = (1-v2) =31-v2)" + (1-v2) - 2(1-v2) -1
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=3vV2-4>0
Zbérthimi B 1 1 i pérfituar nga algoritmi greedy pér kété rast:

3. 1,2 1
B B* B Bt
2 2 1 3 1

BTETRTRTE

2 2 1 2 4 1 2 1
FTRETEE R R
2 2 1 2 4 2 1 3 1

FRE TR E R R

dg(1) =2,2,1,3,1 =2,2,1,2,4,2,13,1 -

Zbérthimi B i 1; shohim d_; < |B]

Figura 18. Fraktal i palidhur i fugisé 4 [kodi Ne Shtojcé]

Interes paraget studimi i kufirit té késaj kategorie pér té arritur, nése éshté e mundur, nga
se éshté e lidhur fakti i palidhshmérisé.

Lemé 3.8.36 .[30.31] Le té jeté dg(1) =.|5],d_,, ... zbérthimi B i 1. Né qofté se d_, <
|5 atéheré cdo tilél &shté i palidhur.
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Lemé 3.8.37 .[30.31] Le té jeté dg(1) =.|B],[B], d_3, ... zbérthimi B i 1. Né qofté se
d_; < |B] atéheré cdo tilél éshté i palidhur.
Lemé 3.8.38 .[30.31] Le té jeté dg(1) =.|8), 18], |B), d_s, ... zbErthimi g i 1. Atéheré

cdo tilél éshté i palidhur.

Né punimin e tyre (Shigeki Akiyama, Gjini. Nertila ,2005 ) japin zbérthimin £ té 1 pér

x*—ax?—bx?—cx+1=0
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Kapitulli 1 V
Pérdorimet e Sistemeve Fraktale né Mjekési

Sistemet biologjike jané kryesisht té parregullta, komplekse dhe jolineare. Parregullsité e
sistemit biologjik nuk mund té pércaktohen me ané té gjeometrisé klasike Euklidiane.
Reté nuk jané sfera, malet nuk jané kone dhe rrufeja nuk udhéton né linja té drejta. Kjo
éshté e vérteté edhe pér sistemet biologjike. A mund ta pércaktojmé vaskularizimin e
tumorit apo sipérfagen e formés komplekse té parregullt té gjéndrés? A mund ta
pérshkruajmé zonén sipérfagésore alveolare té pulmoneve apo zonén e perfuzionit
glomerular té veshkés me ané té gjeometrisé euklidiane? Pér té tejkaluar kéto kufizime té
gjeometrisé Euklidiane, Mandelbrot-i formalizoi, pér heré té& paré Kkonceptin e
dimensionit fraktal [2]. Ai prezantoi termin "gjeometri fraktale” dhe u pérpoq té
shpjegonte sjelljen e parregullsisé né natyré. Gjeometria fraktale éshté njé nga mjetet e
réndésishme pér té shpjeguar gjeometriné e vérteté té natyrés. Njé nga piképamjet
tradicionale té sémundjes éshté ajo qé Tim Buchman e quan domosdoshméria e
"pércaktimit t€ numrit". Ai argumenton se, nése niveli i bikarbonatit te pacienti éshté i
ulét, atéheré jepini bikarbonat; nése prodhimi i urinés éshté i ulét, atéheré administroni
njé diuretik; nése pacienti me gjakderdhje ka njé presion gjaku né rénie, atéheré duhet té
normalizoni presionin e gjakut. Ai vazhdon mé tej, se ndérhyrje té tilla zakonisht jané
joefikase dhe madje edhe té démshme. Trupi yné njerézor éshté shembulli mé i miré i
gjeometrisé fraktale. Sistemet tona té mushkeérive, té trurit dhe té enéve té gjakut jané té
gjitha fraktale. Pema bronkiale dhe degézimi i saj éshté fraktal. Ajo ka njé dimension
fraktal té vecanté. Né ményré té ngjashme organizimi anatomik i organit mé misterioz té
trupit toné, trurit, éshté gjithashtu fraktal.

Sistemet fraktale pérbéjné njé gjuhé e re e té fugishme matematikore, né sajé té sé cilés ju
mund té pérshkruani fenomenet natyrore dhe té zgjidhni problemet e realitetit, gé jané
diskutuar pér njé kohé té gjaté dhe nuk kané marré ende pérgjigje.

Sistemi Fraktal éshté njé matematiké moderne, qé pérdor kompjutera né pérpjekjen pér té
dhéné pérgjigjen. Sistemet biologjike jané kryesisht té parregullta, komplekse dhe
jolineare. Parregullsité e sistemit biologjik nuk mund té pércaktohen me ané té
gjeometrisé klasike euklidiane. Reté nuk jané sfera, malet nuk jané kone dhe rrufeja nuk
udhéton né linja té drejta. Kjo éshté e vérteté edhe pér sistemet biologjike. A mund ta
pércaktojmé vaskulaturén e tumorit ose sipérfagen e formés komplekse té parregullt té
gjéndrés? A mund ta pérshkruajmé zonén sipérfagésore alveolare té zonés sé perfuzionit
té mushkérisé ose glomerularin e veshkés me ané té gjeometrisé Euklidiane? Pér té
kapércyer kéto kufizime té gjeometrisé Euklidiane, Mandelbrot-i formalizoi, pér heré té
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paré, konceptin e dimensionit fractal. Njé nga piképamijet tradicionale té sémundjes éshté
ajo gé Tim Buchman e quan domosdoshméria e "pércaktimit té numrit”. Ai argumenton
se, nése niveli i bikarbonatit te njé pacient éshté i ulét, atéheré jepini bikarbonat; nése
prodhimi i1 urinés éshté i ulét, atéheré administroni njé diuretik; nése pacienti me
gjakderdhje ka njé presion gjaku né rénie, atéheré normalizoni presionin e gjakut. Ai
vazhdon mé tej, se ndérhyrje té tilla zakonisht jané joefiksase dhe madje edhe té
démshme. Trupi yné njerézor éshté shembulli mé i miré i gjeometrisé fraktale..Sistemet
tona té mushkeérive, té trurit dhe té enéve té gjakut jané té gjitha fraktale. Pema bronkiale
dhe degézimi i saj éshté fraktal[48]. Ajo ka njé dimension fraktal t& vecanté. Né ményré
té ngjashme organizimi anatomik i organit mé misterioz té trupit tong, trurit, éshté
gjithashtu fraktal. Njé fraktal éshté njé sistem pér té shkallézuar invariancionin e
pezulluar midis rrémujés dhe rendit. Né sistemet natyrore, e gjithé struktura e sistemit
shpesh pasqyrohet né ¢do pjesé [ 49, 80, 81 ].

Shpjegimi mund té jeté qé forcat qé formojné té gjithé sistemin duken si ato gé formojné
njé pjesé individuale. Né fakt, njé sistem éshté i vetngjashém, nése forcat e ngjashme
veprojné né nivele té ndryshme té shkallés. Gjeometria fraktale siguron njé ményré té re
pér té vézhguar natyrén dhe pér té studiuar format e saj té parregullta. Né tri dekadat e
fundit, gjeometria fraktale ka gjetur aplikime né shkencat biomjekésore, duke pérfshiré
edhe disa degé té neuroshkencés, Kkryesisht ato té analizén té modeleve
elektroencefalografike dhe pér té pérshkruar format e gelizave té neuroneve.

4.1 Strukturat biologjike dhe fraktalet

Strukturat biologjike té izoluara fraktale jané té& lidhura me njé strukturé mé té larté té
rendit fraktal. Trupi yné éshté shembulli mé i miré i gjeometrisé fraktale[47]. Sistemet
tona té mushkérive, té trurit dhe té enéve té gjakut jané té gjitha fraktale. Pema bronkiale
dhe degézimi i saj éshté fraktal. Ajo ka dimension fraktal t& vecanté. Né ményré té
ngjashme, organizimi anatomik i organit mé misterioz té trupit toné, trurit, éshté
gjithashtu fraktal. Qeliza Purkinje formon dendrité mbushése té hapésirés qé gjerésisht
degjenerojné degézime jombivendosése né njé plan té vetém. Denduritet e njé gelize
Purkinje gé nuk mbivendosen mbi njéra-tjetrén, mundésojné gé ajo té shkaktojé gindra
apo mijéra degét dytésore qé ndahen né zgjatime gradualisht té vogla dhe té
shkallézuara, né pérputhje me njéra-tjetrén. Sinapset e tepérta me fibra paralele kalojné
pingul pérmes planit t& formuar nga dendritet e gelizave Purkinje [51, 80, 81].

Pérpjekje té konsiderueshme jané béré pér té pércaktuar karakteristikat anatomike té
dendriteve té qgelizés Purkinje dhe mekanizmave molekulare té brendshme[45]. Dendritet
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e gelizave Purkinje jané degézime gé kalojné nga fibrat nervore dhe pércjellin sinjalet.
Kéto dendrite jané struktura tipike fraktale.

Purkinje cells

Figura 4.19. Qeliza Purkinje

Jané béré pérpjekje pér té rindértuar proceset e rritjes sé dendritit duke pérdorur modele
matematikore. Midis kétyre jané modelet e rritjes qé synojné gjetjen e rregullave
elementare té zhvillimit té dendriteve gé informojné variacionin e modelit té degéve.
Modelet e rritjes stokastike supozojné se rritja e dendriteve éshté rezultat i procesit
stokastik né seri.

Kanceri éshté njé tjetér sémundje ku analizimi fraktal jo vetém gé mund té ndihmojé né
diagnostikimin, por, gjithashtu, edhe né trajtimin e tij[46]. Dihet se tumoret kanceroze -
rritja jonormale dhe e shpejté e gelizave - shpesh kané njé rritje karakteristike té enéve té
gjakut té reja gé formojné njé rrémujé né vend té rrjetés sé rregullt té enéve té shéndosha
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té gjakut. Kéto ené gé nuk funksionojné miré jo vetém qgé démtojné indin, por,
gjithashtu, mund ta bé&jné mé té véshtiré trajtimin e sémundjes, duke ndaluar veprimin e
barnave né pjesét e brendshme té tumoreve, aty ku ato jané mé té nevojshme.

D. Inadequate

Figura 4.20.Njé skemé diagrame e enéve té gjakut, anomalité tumorale té enéve
té gjakut, enét e gjakut t€ “rinormalizuara” dhe enét ¢ gjakut normale t€ mbushura né
ményré té papérshtatshme.Modeli fraktal i garkullimitté gjakut i lidhur me sistemin
kardiovaskular té trupit toné.

Duke supozuar se vetngjashméria éshté karakteristika kryesore e njé objekti fraktal,
Jayalalitha G. et all (2008), studioi garkullimin e gjakut né sistemin kardiovaskular dhe
vaskular, duke propozuar njé model biologjik té vetstrukturuar té ngjashém me njé pemé
[44,51]. Data e normés sé rregullt té zemrés, sistemi kardiokirusor i njeriut, éshté njé
shembull i njésistemi fraktal. Pér té vértetuar hipotezén e tyre, autorét u bazuan te ligji i
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Darcy-t, te formula e numrave Reynold dhe te ekuacioni i Poiseuille. Modeli i zhvilluar
ka njé marréveshje specifike hapésinore né gjatésiné dhe gjerésiné e degéve té tij
kryesore dhe dytésore, varet nga presioni i gjakut dhe gjeometria vaskulare dhe synon njé
oksigjenim té rregullt té trupit[51]. Autorét kané zhvilluar njé sistem té kompjuterizuar gé
stimulon kompleksitetin gjeometrik té njé ene gjaku me numér té madh té degéve,
shpérndaré né ményré té parregullt né tre dimensione (gjatésia, gjerésia dhe
thellésia).Sasia e garkullimit (Q = sasia e garkullimit dhe véllimi i léngut gé rrjedh
pérgjaté seksionit t€ enéve t&€ gjakut né njé sekond€) me formulén Q = A « V. Ku Q &shté
sasia e garkullimit sé gjakut (ml / sec.); A = zona kryq seksionale e enés sé gjakut gé
konsiderohet; v = shpejtésia e gjakut. Me ekuacionet e Poiseuille-t, autorét marrin
parametrat e kontrollit té rrjedhés. Ekuacioni i Poiseuille éshté: [ 53, 80 ]

_ mAPS*
8yl

Q = shkalla e garkullimit, AP= ndryshimi i presionit, § = rrezja, y = viskoziteti i
Iéngut, | = gjatésia e enés.

Duke paré formulén, ne nxjerim se faktori mé i réndésishém pér kontrollin e
garkullimit té gjakut éshté i lidhur me rrezen e gjakut té enés[49]. Raporti forcé
viskoze inerciale, jepet nga numri Reynolds dhe shprehet me ekuacionin e
méposhtme:

R_Dvl
B

D =diametri i enés, v = shpejtésia, [ =gjatésia e enés sé trajtuar.

Népérmjet numrit Reynolds, ligjit t¢ Darcy-t dhe ekuacionit Poiseuille, Jayalalitha G
mori té dhéna né lidhje me ndryshimin né madhési té fraktaleve né pjesé té ndryshme té
sistemit kardiovaskular té njeriut, né subjekte té shéndetshme dhe né subjekte me
sémundje té zemrés dhe crregullime té tjera garkullimi. Kéto etapa mund té konsiderohen
pér trajtimin dhe parandalimin e sémundjeve té zemrés dhe sindromave té tjera té
sistemit té garkullimit, pak a shumé mé serioze. Duke filluar nga marrédhénia bazé
systolic, diastolic dhe duke e shumézuar kété raport me shumén e numrit Reynolds té njé
segmenti té caktuar té pemés garkulluese vaskulare + vlerén e llogaritur nga Poiseuille,
duke iu referuar té njéjtin segment dhe zbritur figurén totale té marré pér vlerén negative
dhéné nga Ligji Darcy, nxjerim rezultatin pérfundimtar gé do té ndahet pér 2g (forca e
gravitetit). Ky parametér éshté dimensioni fraktal (FD) i pemés garkulluese té segmentit
né fjalé. Nése vlera devijon nga zbritja korresponduese e segmentit té garkullimit té
gjakut homologé té pemeés, raportohet se njé person i shéndetshém i kontrolluar hyn né
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patologjiné e garkullimit té gjakut me njé mundési té njé serioziteti té caktuar[50].
Prandaj formula qé mat shkallén e patologjisé ose normalitetin e FD i referohet njé
segmenti té té dhénave té sistemit garkullues té gjakut:

_ P.sust
"~ P.diast

(R +P) - D]

FD
2g

FD = dimensioni fraktal, duke iu referuar njé segmenti té caktuar té pemés sé rrjedhés sé
sistemit té garkullimit té gjakut Mjekésia e gjakut nén kontroll. P syst. Presioni i gjakut
systolic; P diast..= presioni diastolik i gjakut té zemrés; R = numri Reynolds i segmentit
té sistemit t& garkullimit té gjakut né fjalé; D = Vlera (e cila éshté njé parametér negativ)
dhéné nga formula (Ligji) e Darcy; 2g éshté forcé e gravitetit. Ne aplikojmé parametrat
(numri Reynolds, ekuacioni i Poiseuille), duke pérdorur formulén e dhéné mé sipér né njé
segment té arteries cerebrale mesatare té majté dhe né disa prej degéve té saj té
menjéhershme dhe fitojmé njé vleré numerike té caktuar. Nése kjo vleré numerike éshté
e ndryshme nga shqgyrtimi i njé subjekti normal té kontrollit, gé ka njé dimension fraktal
té ndryshém nga ai normal, segmenti i arteries cerebrale té majté té konsideruar nga ne,
éshté né njé gjendje sémundjeje pak a shumé té rénde.

Ményra mé e thjeshté pér té llogaritur FD éshté duke pérdorur vetngjashmériné. Le té
marrim njé shembull. Supozoni se ne kemi njé segment linje njé dimensional. Nése e
shohim até me zmadhimin e dy té tilléve, do té shohim dy segmente lineare identike dhe
21 = 2, ku 1 tregon dimensionin. Né njé kuadér dy dimensional, me zmadhimin e 2,
marrim 4 forma identike né té dyja dhe 2> = 4 dhe késhtu 2 tregon dimensionin fraktal. Sé
fundmi, nése marrim njé kub tridimensional dhe dyfishojmé gjatésing, gjerésiné dhe
lartésing, kemi teté kube identike, domethéné 23 = 8 dhe 3 tregon dimensionin fraktal.
Pra, mund té shohim qarté se, me zmadhimin dhe e ngritjen e tij né fuqginé e
dimensionit, numri i formave éshté marré. Kjo mund té shprehet si:

EP =N

Kétu, E qgéndron pér zmadhimin, D pér dimensionin dhe N pér numrin e formave
identike. Duke aplikuar logaritmet:

D = logN/logE,
1) shtrirja e modifikuar e pikselés.
2) metoda perimetrike.

3) metoda e numérimit té rregullave dhe
4) metoda e numérimit té kutive.
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Metoda e numérimit té kutive pérdoret mé sé shpeshti pér zbulimin e FD. Eshté njé
meényré e thjeshté dhe pércaktuese e matjes sé dimensionit fractal

3.Ndikimi i metodave té ndryshme té trajtimit né vlerén e dimensionit fractal té enéve
tégjakut.

Njéqgind e njézet minj femra me peshé mesatare - 200 g) né moshén 3 deri né 3,5 muaj, u
ndané né katér grupe (30 minj né secilin grup). Slidet mikroskopike, té cilat u shénuan
duke pérdorur antitrupa anti-VEGF ose anti-bFGF, u ekzaminuan duke pérdorur
zmadhim 100x dhe mikrofgrafét e enéve té gjakut u morén né rezolucion 1280 x 1024
pikésh[53]. Mé pas, mikrografét u konvertuan né formatin binar bardh e zi. Ne aplikuam
filtrin Laplace duke pérdorur matricén e treguar mé poshté:

-1 -1 -1
-1 8 -1
-1 -1 -1

micrografet e enéve té gjakut u futén né programin Fractalyse pér té llogaritur
dimensionin fractal.
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Figura 20 Diagrama e enéve té gjakut

Figura 20 tregon vlerén e FD (dimensionit fraktal) t& enéve té gjakut. Vlera mé e
larté u shénua né grupin e kontrollit, dmth 1,135, ndérsa vlera mé e ulét u vérejt né
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grupin gé u trajtua nga inhibitorét proteazé té cysteinés (0,933). Diferencat midis FD
né krahasim me grupin e kontrollit u vézhguan né grupin CPI ( Inhibitorét proteazé té
cisteinés) dhe né grupin PDT + CPI (0,982). Dimensioni fraktal né grupin PDT
(terapia fotodinamike) ishte 1,037. Tabela 1 tregon numrin mesatar té enéve té gjakut
kundrejt analizés sé dimensionit fractal. Numri mé i vogél i enéve té gjakut éshté
paré né grupin e kontrollit (10 pér VEGF dhe 8 pér bFGF). Numri mé i madh i enéve
té gjakut u vérejtén né grupin PDT (17 pér VEGF dhe 15 pér bFGF) dhe né grupin
PDT + CPI (18 pér VEGF dhe 12 pér bFGF). T+CPI (18 pér VEGF dhe 12 pér
bFGF).

Tabela 2

Numri mesatar i enéve té gjakut né njé grup kafshésh té trajtuar me metoda té
ndryshme.

Numri mesatar i enéve té gjakut
Grupi i kontrollit PDT CPI PDT+CPI
VEGF 10 17 11 18
BFGF 8 15 8 12
FD 1,135 1,037 0,933 0,982
4.2 Diskutime

Aplikimi i PDT, CPI dhe i té dyja metodave sé bashku, cojné né uljen e dimensionit
fraktal. Vlera mé e ulét e FD éshté vérejtur né grupin PDT + CPI, duke treguar késhtu gé
terapia e kombinuar rezulton né njé organizim mé pak kaotik té enéve té gjakut.
Krahasimi i FD me sasiné e enéve té gjakut zbuloi se forma e enéve té gjakut u ndryshua
né njé formé mé té rregullt, por sasia e enéve ishte e ngjashme [ 80, 81 ].

Analiza e dimensionit fraktal té enéve té gjakut mund té jeté njé mjet shumé efikas gé
mundéson krahasimin e formés dhe shpérndarjen e enéve né siperfagje. FD pérdoret
gjerésisht né analizat e formave né teknika té ndryshme té vizualizimit, pér shembull
fotot me rreze X, ultrasonografia dhe tomografia e kompjuterizuar. Analiza e dimensionit
fraktal kérkon procedura gé mundésojné ndarjen e formés dhe té sfondit té ekzaminuar.
Né slideve mikroskopike té shénuara me metodén rutiné hematoxylin-eosin dinamika e
ngjyrave éshté e dobét, gjé gé mund té krijojé véshtirési né ndarjen automatike té
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formave té ekzaminuara. Sistemet kompjuterike kérkojné imazhe té forta té kontrastit
(shumé e dobishme éshté ngjyrosja kundér CD34 né rastin e analizés sé enéve té gjakut).
Edhe algoritmet e vecanta pér té kérkuar format e ekzaminuara, jané gjithashtu té
nevojshme.

4.3 Konkluzione dhe rekomandime

Matematika éshté njé mjet i réndésishém pér té kuptuar se cilat forma té jetés dhe natyrés
jané rezultat i rregullsisé gé mund té pérshkruhen nga ana matematikore pér ne. Mjetet
pér t'u afruar me njé gasje holistike né mjekési, né emér té njé strategjie analitike dhe té
reduktuar, né té cilén té gjitha fenomenet, simptomat, sémundjet ndigen dhe gjurmohen
né karakterin e mekanizmave molekulare, duke humbur njé vizion té unifikuar thelbésor.
Studimet Mandelbrot pér gjeometriné fraktale japin njé kontribut té vecanté né kérkimet
mjekésore dhe biologjike duke ndihmuar né prezantimin e njé vizioni té ri, shumé
unifikues té fenomenit té jetés dhe njé gasje té unifikuar né trajtimin e sémundjes dhe
personit té sémuré. Shembujt e pérzgjedhur do té kontribuojné pér té pérshkruar forma
dhe struktura komplekse biologjike si entitete fraktale dhe, gjithashtu, té tregojné pse
aplikimi i parimit fraktal éshté i vlefshém pér matjen e parametrave dimensionale,
gjeometrike dhe funksionale té gelizave, indeve dhe organeve gé ndodhin brenda sferés
sé biméve dhe kafshéve[80]Nése plotésohen Kkriteret pér njé pérshkrim té rrepté té
fraktaleve natyrore, atéheré rrjedh se mund té parashikohet njé "gjeometri fraktale e
jetés" dhe té gjitha objektet natyrore dhe sistemet biologjike gé shfagin modele té
vetngjashme dhe karakteristika té shkallézuara mund té konsiderohen si pjesé e
néndisiplinés sé re té fraktologjisé.
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PERFUNDIME DHE PROBLEME TE HAPURA

1. Eshté béré njé studim i lidhjes q& ekziston mes zbérthimit t& numrave né bazé B, ku B
€shté nj& numér Pisot dhe Dinamiké&s Simbolike.

2. Té kuptohem mé miré lidhja ndérmjet zbérthimit beta Spektrit té numrave Pisot dhe
strukturave quazikristaline.

3. Cilat rezultate mbeten té vérteta né zbérthimit beta nése marrim zbérthimin lazy ?
Kush jané pohimet ekuivalente ?

4. Jané studiuar vetité e tailing konkretisht i tailing qé gjenerohet nga ekuacioni i fugisé
sé 3 dhe nga ekuacioni:

P(x) = x* —=3x3 + x?—-2x—-1

Eshté interesant ky rast, sepse jep shembullin e njé tailing, i cili éshté jo i lidhur. Deri
para pak kohésh mendohej se t& gjitha tailing e gjeneruara nga numrat Pisot ishin té
lidhura. figura &shté programuar né Matematica, njé program g€ bén paraqitjen e
projeksionit né plan té tailing t&¢ formuar nga ekuacioni P(x) = x* —3x3 + x? —
2x—1

5. Eshté dhéné njé rast se si ky koncept mund té zbatohet né mjeksi.

6. Studimi dhe klasifikime té tjera pér tailin e lidhur apo té palidhur pér fugi mé té médha
se 4, sfidé jo shumé e lehté.
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Shtojca:

Figura 18. Fraktal i palidhur i fugisé 4 [kodi ]

Label [example of the case where alltiles are disconnected
long program];

Clear[x,b,a,bb,c,cc,k,h, hh,y];a=3;b=-1;c=2;

bb=N[Root [x%-a x3-b x?-c x-1,2]];

cc={N[Root[x*-a x3-b x?-c x-1,1]],N[Root[x*-a x3-b x?-c x-
1,311}

hh=10000;

h[x_]:=bb x-Floor[bb x] ;k[x_]:=Floor[bb x];
cord[z_]:={Extract[z,1],Im[Extract[z,2]]};

zpoint[x ]:=Fold[cc #1+i#2&,0,Map[k,NestList[h,x,2]]];
zpointl[x ]:=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,3]]
zpoint2[x ]:=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,4]]
zpoint3[x_]:=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,5]]
zpoint4[x ]:=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,6]]
zpoint5([x ] :=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,8]]
zpoint6[x_]:=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,11]
zpoint7[x ] :=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,614]
zpoint8[x_]:=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,15]
zpoint9[x ] :=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,17]
zpointlO[x ] :=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,18
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zpointll[x ]:=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,19]]];
zpointl2([x ] :=Fold[cc #1+#2&,0,Map[k,NestList[h,x,20]1];

Graphics[{PointSize[0.01] ,RGBColor[1,0,0],
Point[cord[4+4cc+cc3/ ((1-cc) (1+cc?)) 11},

Graphics[{PointSize[0.01] ,RGBColor[1l,1,0],
Point[cord[4+3cc+2cc3+ccé/ ((1-cec) (1+cec?)) 111},

Graphics[{PointSize[0.01] ,RGBColor[1,0,1],
Point[cord[4+4cc+4cc?+ecc?/ ((1-cc) (1+ce?)) 11} ]

},Axes—>True];
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