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PERMBLEDHJE

Qéllimi i késaj teze doktorate éshté studimi i ekuacionit té valéve ujore dhe né vecanti i valéve té
cekéta ujore duke pérdorur metodat numerike dhe format diferenciale té pérshtatshme. Né
vecanti studiojmé problemin e ekuacionit té valés pér njé klasé ekuacionesh eksponenciale dhe
logaritmike me problemin e vlerave fillestare duke pasur si géllim ndértimin e njé funksioni
pérafrues pér studimin dhe gjetjen e zgjidhjes sé ekuacionit té valés ujore. Njé vémendje e
vecanté i kushtohet nxjerrjes dhe pérafrimit té zgjidhjeve pér ekuacionet té cilat pérshkruajné
pérhapjen e valéve ujore duke pérdorur metodat numerike dhe mé pas duke i analizuar dhe
diskutuar teorikisht dhe me llogaritje kompjuterike. Né literaturé trajtohen disa metoda numerike
té cilat jané relativisht té gjata dhe paragesin véshtirési né ekzekutim. Metoda e pérafrimit té
zgjidhjeve me njé polinom, e propozuar né kété punim, na jep njé rezultat té& arsyeshém. Ajo
éshté njé metodé mé efektive dhe mé e thjeshté né llogaritje. Né kété punim béhet studimi i
cilésive té cdo metode té pérdorur duke specifikuar kompleksitetin dhe efektshmériné. Kéto
béjné t& mundur gé té pérdorim metodén mé efikase né studimin e ekuacionit té valés ujore pér té
arritur né pérfundimin e kérkuar dhe né njé aplikim sa mé té pranueshém. Disa shembuj
numeriké, algoritme dhe njehsime jané paragitur. Megénése gjaté arsyetimit hasen njehsime té
shumta, ne mund ta optimizojmé algoritmin e zgjidhjes dhe ta aplikojmé até duke pérdorur
software té ndryshém.

Fjalét kyce: ekuacioni i valés ujore, vlera vetjake, zgjidhje e pérgjithshme, uji i cekét, ekuacioni
KdV, ekuacioni C-H, metodat numerike, pérafrimi i zgjidhjeve.

ABSTRACT

The aim of this PhD thesis is the study of water wave equation, in particular the shallow water
wave equations using the numerical methods and differential forms. In particular we study the
initial boundary value problem for a class of logarithmic higher order wave equation, with the
aim to construct an approximate function to study and obtain the solution of water wave
equation. A special attention is given to derivation and approximation of solution for the
equations which describe the propagation of water wave using numerical methods and then
analyzed and discussed theoretically and computationally. The approximation method with a
polynomial, proposed in these, gives a reasonable result.It is more effective method and simpler
in calculations. In this paper, are studied of the qualities of each method used by specifying
complexity and effectiveness. These will enable us to use the most efficient method in studying
of the water wave equation to reach the desired conclusion and in a more acceptable application.
Some numerical examples, algorithms and calculations are presented.As this analysis involves
very complicated computation, we can optimize the algoritm of solution and can apply it using
several softwares.

Keywords: water wave equation,eigenvalue,general solution, shallow water,KdV equation,C-H
equation, numerical methods, approximation of solution.
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HYRJE

Arsyeja e pérzgjedhjes sé temés

Studimi i ekuacionit té valéve dhe vecanérisht i ekuacionit té valéve ujore ka marré njé zhvillim
té vrullshém gjaté 2 dekadave té fundit pér shkak té aplikimeve té shumta. Zhvillimi i
teknologjisé né ditét e sotme ka mundésuar gé mjaft ekuacione té valéve té studiohen me
algoritme té avancuara gé mbéshteten né metoda kompjuterike paralele.

Pikérisht, duke u fokusuar né metodat numerike, do té studiojmé ekuacionin e valéve ujore dhe
né vecanti até té valéve té cekéta ujore duke u pérpjekur té japim njé kontribut né pérafrimin e
zgjidhjeve té kétyre ekuacioneve me metoda numerike té optimizuara si dhe né aplikime.

Réndésia e punimit

Rezultatet e pritshme né aplikimin toné do té béjné té mundur té ndikojmé né efikasitetin e
metodave té pérdorura né kombinimin e zgjidhjeve globale té problemit.

Réndésia e punimit géndron gjithashtu né faktin se té gjitha metodat mbéshteten né metodat
numerike té studimit té ekuacionit té valéve ujore duke hapur rrugén pér aplikime té reja. Ne
mund ta optimizojmé rezultatin e zgjidhjes dhe ta aplikojme até.

Objektivat

1. Studimi i zgjidhjeve té ekuacionit té valés ujore pér njé klasé ekuacionesh eksponenciale me
problemin e vlerave fillestare.

2. Ndértimi i njé funksioni pérafrues pér studimin e ekuacionit té valés ujore.
3. Té arrijmé té trajtojmé sjelljen e energjisé sé valés dhe optimizimin e rezultatit té zgjidhjes.

4. Gjetja dhe pérdorimi i metodés mé té pérshtatshme pér studimin e pérafrimit té zgjidhjes.

Metodologjia

Metoda e studimit do té jeté ajo e metodave numerike dhe formave diferenciale népérmjet
analizés, sintezés dhe krahasimit. Kjo do té realizohet népérmjet njé studimi té cilésive té ¢do
metode té pérdorur duke specifikuar kompleksitetin dhe efektshméringé. Kéto do té béjné té
mundur gé té pérdorim metodén mé efikase né studimin e ekuacionit té valés ujore pér té arritur
né pérfundimin e kérkuar dhe né njé aplikim sa mé té pranueshém né kushtet e njé disipline té
caktuar.



Pérshkrim i shkurtér sipas kapitujve

Né kapitullin e paré jepen njohurité bazé, pérshkrimi historik i ekuacionit té valés ujore,
konceptet themelore teorike mbi ekuacionin e valés ujore, pérkufizime dhe koncepte shtesé
lidhur me njohurité bazé pér zhvillimin e temés né térési. Njihemi me ekuacionin bazé té valés
ujore dhe mandej pérmendim ekuacionin themelor, ekuacionin Camassa—Holm, i cili trajton
valét e ujit té cekét.

Né kapitullin e dyté, shqyrtohet problemi logaritmik i ekuacionit té valés sé ujit. Duke
studiuar hapésirén Sobolev, duke futur mosbarazimin logaritmik Sobolev dhe duke pérdorur
kombiminim e metodave, konsiderojmé teoremén e ekzistencés sé njé zgjidhjeje té pérgjithshme
pér problemin e vlerés fillestare dhe kufitare té ekuacionit logaritmik té valés sé ujit. Vértetimi i
teoremés kryesore éshté dhéné duke shfrytézuar njohurité mbi hapesirén Sobolev, ekuacionet dhe
inekuacionin pérkatés Sobolev, si edhe disa lema dhe teorema té trajtuara. Ne sjellim disa njohuri
pér té pérftuar vlerésimet e sjelljes sé energjisé sé valés pér ekuacionin logaritmik té rendit té
larté té valés. Trajtojmé edhe sjelljen e zgjidhjes sé ekuacionit ndérkohé gé funksioni i duhur
rritet eksponencialisht dhe mé pas shohim aplikimin.

Né kapitullin e treté shqyrtojmé ekuacionin e valés sé ujit té cekét. Né vecanti studioj
ekuacionin Camassa-Holm. Rrjedhat dhe valét e cekéta té ujit karakterizohen nga rajone
rrjedhjeje né njé sipérfage té liré. Ekuacionet e valés sé ujit té cekét formojné njé sistem jo linear.
Ekuacionet shpesh pranojné zgjidhje jo té vazhdueshme dhe zgjidhjet analitike jané té limituara
dhe né shumé pak raste té idealizuara. Shumica e metodave kompjuterike pér simulimin e
rrjedhave dydimensionale jané té bazuara fugimisht né teknikat numerike té pérdorura pér
modelimin e rrjedhave njédimensionale.

Kapitulli i katért ka té béjé me pjesén aplikative duke pérdorur metodat numerike pér
pérafrimine zgjidhjeve. Pérafrimi i zgjidhjeve do té pérbéjé edhe pjesén kryesore né temén e
disertacionit pér kété kapitull. Gjithashtu do té jepen njé seri pérafrimesh té zgjidhjeve té marra
nga pérdorimi i algoritmit pérkatés. Sigurisht do té paragiten llogaritjet dhe rezultatet e nxjerra
nga pérdorimi i software-it pérkatés dhe krahasimi me rezultatet e marra nga pérdorimi i metodés
numerike té pérafrimit. Eshté gati e pamundur té kryesh té gjitha njehsimet pa ndihmén e njé
software-i. Jané pérdorur software-t “Matematika” dhe “Matlab” pér zgjidhjet numerike dhe
vizualizim. Jané paragitur shembuj numeriké dhe grafiké dhe rezultatet jané krahasuar me
zgjidhjet analitike té njohura. Né fund jepen pérfundimet e punés,disa rekomandime pér punén e
ardhshme si dhe referencat.



KAPITULLI 1

VALET UJORE, EKUACIONET E VALEVE UJORE DHE HAPESIRAT E RENDEVE
TE LARTA

1.1. Njohuri mbi valét ujore dhe llojet e tyre

Vala e ujit: Njé valé sipérfagésore thuhet té jeté né ujé té cekét nése gjatésia e valés sé saj éshté
shumé mé e madhe se thellésia e ujit lokal.

Valét e ujit té cekét: Valét e ujit té cekét korrespondojné me rrjedhén né sipérfage té liré té njé
vale uji nén forcén e gravitetit, ose me rrjedhén poshté njé sipérfageje presioni horizontal né
rrjedhat ujore.

Ekuacionet e valés sé cekét té ujit: Ekuacionet e valés sé ujit té cekét jané njé grup ekuacionesh
diferenciale me derivate té pjesshme qé pérshkruajné valét e ujit té cekét.

Uji i thellé: Njé valé sipérfageje thuhet té jeté né ujé té thellé nése gjatésia e valés éshté shumé
me shkurtér se thellésia e ujit.

Valé e ngurtésuar soliton: Njé valé e vetmuar éshté njé valé graviteti e lokalizuar gé ruan
koherencén e saj dhe vizibilitetin e saj népérmjet vetive té hidrodinamikes jolineare. Valét e
vetmuara kané amplitudé té fundme dhe pérhapen me shpejtési konstante dhe formé konstante.

Soliton: Solitonet jané zgjidhjet pér problemin e valéveté vetmuara gé kané njé veti té
shpérndarjes elastike: ato ruajné formén dhe shpejtésiné e tyre pas pérplasjes me njéra-tjetrén.

Vala e brendshme: Valét e brendshme varen nga densiteti,stratifikimi i léngut. Njé valé e
brendshme léviz né brendési té njé léngu. Shpejtésia maksimale dhe amplituda maksimale
ndodhin brenda rrjedhés ujore ose né njé kufi té brendshém ujor.

Vala sipérfage: Njé valé sipérfage udhéton né sipérfagen e liré t& njé léngu. Shpejtésia
maksimale e valés dhe zhvendosja maksimale e grimcave té léngjeve ndodhin né sipérfagen e
liré té léngut.

Cunami: Njé cunam éshté valé e gjaté ogeani e shkaktuar nga njé térmet nénujor, njé shpérthim
vullkanik nénujor ose nga njé rréshqitje toke.

Shpérbérja e valés: Shpérbérja e valés né valé uji i referohet vetisé gé valét mé té gjata kané
frekuenca mé té ulta dhe udhétojné mé shpejt.

Valét e ujit mé té njohura jané valét né plazh té shkaktuara nga era ose baticat, valé té krijuara
nga hedhja e njé guri né njé pellg, nga kalimi i njé anijejeose nga pikat e shiut mbi lumé (fig. 1).



Pavarésisht njohjes sé tyre, kéto jané té gjitha llojet e ndryshme té valéve té ujit. Ne do té
trajtojmé valét e ujit ku thellésia e valés éshté shumé mé e madhe se gjatésia e valés sé
turbulencés sé sipérfages sé liré dhe valét e cekéta té ujit, ku thellésia e valés éshté shumé mé
VOgél se gjatésia e valés sé turbulencés sé sipérfages sé liré. Gjithashtu, diskutimi éshté fokusuar
né valét e gravitetit né té cilat vepron si force rivendosése. Né disa artikuj mbi valét i kushtohet
vémendje efekteve pér té cilat forca rivendosése primare éshté tensioni sipérfagésor. Historia e
valéve té cekéta té ujit (shih [3],[5]) shkon pas tek matematikanét francezé dhe britaniké té
shekullit té tetémbédhjeté dhe fillimet e shekullit té¢ néntémbédhjeté, ku éshté konsideruar njé
nga pionierét e hidrodinamikeés (shih [4]). Matematikanét francezé me kujdes nxorrén ekuacionet
pér lévizjen e léngut té pagéndrueshém dhe joviskoz, subjekt i njé force gravitacionale vertikale
konstante, ku léngu éshté kufizuar poshté nga njé fund i papérshkueshém dhe sipér nga njé
sipérfage e liré. Duke nisur nga kéto ekuacione themelore dhe duke béré supozime té métejshme
thjeshtuese, mund té nxirren modele té ndryshme té valéve té cekéta té ujit. Kéto modele té
valéve té ujit jané gjerésisht té pérdorshme né ogeanografiné dhe shkencat atmosferike.

Ne do té trajtojmé valét ujore té cekéta, konkretisht valét ujore afér bregdetit té plazheve. Kéto
valé kané cilésiné gé jané valé me amplitudé relativisht té vogél.

Fig 1. Valét ujore té cekéta né plazh

Vézhgimi fillestar i njé vale té vetmuar né ujé té cekét éshté béré nga John Scott Russell,
treguar né Figurén 2. Russell ishte njé inxhinier skocez dhe arkitekt naval i cili kreu
eksperimente pér Kompaniné Union Canal, me géllim dizenjimin e njé varke mé efikase pér té
lundruar né ujrat e cekéta té kanalit.

Né vitin 1895, profesori gjerman Diederik Korteweg dhe student i tij doktorant Gustav de Vries
paragitén njé ekuacion diferencial me derivate té pjesshme (PDE) i cili modelon valén e vetmuar
gé kishte vézhguar Russell. Qé prej 1970, ekuacioni KdV dhe ekuacione té tjera qé pranojné
valén e ngurtésuar dhe zgjidhjet kané gené subjekt i studimit té vazhduar dhe shumé intensiv té
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Filippov (shih [6]). Sgarojmé se modelet plotésisht té integrueshme jané sistemet infinit-
dimensional, bi-Hamiltoniane, me ligje té ruajtjes sé pafundme dhe simetri té rendit té larté gé
pranojné zgjidhje soliton té ¢do rendi.

Giatesi wvale Levizja evales & thellesia
crest . s =
=
ml
]
Sy
uji i thelle
. L]
fund wvale '
Me win ethelle, veprin ivales uket shp o teme MNewm ecdst, veprimii vales mols ulet shpayte
thellesme me thdlesine 1

Fig 2. Dallgé uji dhe valé e ujit té cekét

1.2 Ekuacionet e valés ujore

Kérkimi kryesor i temés sé disertacionit éshté studimi lidhur me ekuacionet e valés sé ujit dhe
aplikimet e tij. Né vecanti marrim né konsideraté dhe studiojmé ekuacionin e valés sé ujit té
cekét dhe aplikimet e tij. Ekuacionet e valés sé ujit cekét formojné njé sistem jo linear. Pjesa mé
e madhe e rrjedhave té ujit té cekét me interes praktik éshté trajtimi né sistemin dydimensional.
Rrjedhat gé studiohen né sistemin dydimensional bazohen fugimisht né teknikat numerike té
pérdorura pér modelimin e rrjedhave njédimensionale, pérvec késaj, pérfagésimi mé i thjeshté
éshté ai i modeleve njédimensionale. Né vecanti, njé formulim stabél éshte ai i pérdorimit té
modelit té ujit té cekét dydimensional.

Ekuacioni Korteweg-deVries (KdV), éshté ekuacioni diferencial jo linear mé i thjeshté:
U, +6uu, +uy, =0 (1.2)

ku u = u(x, t) éshté njé funksion me dy variabla. Ekuacioni KdV éshté i réndésishém pasi ai
sgaron detaje né shume kontekste fizike. Ai mund té pérdoret pér té pérshkruar valét ne ujé te
cekét, rrjetat jolienare joharmonike, dinamika e gazit dhe valét hidro-magnetike. Ekuacioni i
modifikuar KdV do té luaj njé rol te réndésishém né até gé vijon,
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v, +6v%v, + v, =0 (1.2)

Né veganti riformulojmé ekuacionin Camassa—Holm duke pérdorur njé séré variablash té
ndryshém dhe duke pérftuar njé sistem gjysmélinear té ekuacioneve diferenciale,

Up — Upyr + 2kU, + 33Ul — Ulyy, =0, uli—g=u (1.3)

ekuacion, i cili ka marré njé vémendje té konsiderueshme dekadén e fundit. Nése konsiderojmé
rastin k = 0, ekuacioni éshté

Up — Uy + 3UU — 2U Uy — Uy, = 0 (1.4)

Ekuacioni Camassa-Holm gézon shumé veti té réndésishme matematikore. Ai éshté bi-
Hamiltonian, gé do té thoté se ka dy Hamiltoniané té dallueshém por té pajtueshém.

Ekuacionet e ujit té cekét modelojné pérhapjen e turbullimit né ujé dhe Iéngje te tjera.
Ekuacionet rrjedhin nga parimet e ruajtjes sé masés dhe t& momentit.

Variablat e pavarur jané koha t dhe dy koordinatat e hapésirés, x dhe y. Variablat e varur jané
lartésia ose thellésia e ujit, h, dhe fusha dydimensionale e shpejtésisé se vales, u dhe v. Me
zgjedhjen e duhur té njésive, sasité e ruajtura jané masa, e cila éshté né pérpjestim té drejté me
h dhe momenti, i cili éshté né pérpjestim té drejté me uh dhe vh.

Forca gé vepron mbi ujé éshté graviteti, pérfagésuar nga konstantja gravitacionale g. Ekuacionet
diferenciale jané:
oh  oh) | owh) _

+

at 0x dy 0 (15)

Pjesa mé e madhe e rrjedhave té ujit té cekét me interes praktik jané dydimensionale. Shumica e
metodave kompjuterike pér simulimin e rrjedhave dydimensionale jané té bazuara fugimisht né
teknikat numerike té pérdorura pér modelimin e rrjedhave njédimensionale.

Duke filluar nga ekuacionet kryesore té Stokes pér valét e ujit, PDE-té plotésisht té integrueshme
arritén né nivele té ndryshme té pérafrimit né teoriné e valés sé ujit técekét. Katér shkallét
gjatésore luajné njé rol té réndésishém né derivimin e tyre. Sic tregohet né Fig.3, gjatésia A e
valés mat distancén midis dy kulmeve té njépasnjéshme.

Amplituda a mat lartésiné e valés, e cila éshté distancé e ndryshueshme midis ujit té paturbulluar
dhe kulmit té valés. Thellésia e ujit h éshté matur nga fundi (rrafshi) i ujit deri te sipérfagja e liré
dhe e geté. Shkalla gjatésore e katért éshté pérgjaté aksit Y, i cili éshté pérgjaté kreshtés sé valés
dhe pingul me planin (X, Z).
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Fig. 3  Koordinatat dhe vala periodike né sipérfagen e ujit
Pérshkruajmé:

(i) valét e gjata (ose valét e cekéta) d.m.th 2 << 4, (ii) me amplitudé relativisht té vogél d.m.th
a << h; (iii) udhétuese né njé drejtim (pérgjaté aksit X) ose dobésisht dydimensionale (me njé
komponent té vogél né drejtimin Y). Pér mé tepér, efektet e vogla duhet té jené té krahasueshme
né madhési.

- Ekuacioni Korteweg-de Vries

Ekuacioni KdV u trajtua fillimisht pér té pérshkruar valét e ujit té cekét me gjatési vale té gjaté
dhe amplitudé té vogél. Né nxjerrjen e ekuacionit, Korteweg dhe deVries supozuan gé té gjitha
lévizjet jané uniforme né drejtimin Y, pérgjaté kreshtés sé valés. Né kété rast, lartésia
sipérfagésore (mbi nivelin e ekuilibrit h té valés, duke u pérhapur né drejtimin X, éshté njé
funksion vetém pér pozicion horizontal X (pérgjaté kanalit) dhe pér kohen T; d.m.th,,
Z = n(X,T).

Ekuacioni Korteweg-deVries (KdV) éshté ekuacioni diferencial me derivate té pjesshme jolinear
me i thjeshte:

Uy +auly, + Uy, =0 (1.5)

ku u = u (xt) éshté njé funksion me dy variabla dhe nénshénimet tregojné derivatet e pjesshme.
Parametri o mund té shkallézohet i pérfagésuar nga ¢do numér real. Vlerat mé té pérdorshme
zakonisht jané a« = +1 ose a = *6. Termi u, paraget evolucionin e kohés té pérhapjes sé
valés né njé drejtim. Termi jolinear auu, llogarit rrézimin e valés dhe termi jo linear i
shpérndarjes u,,, pérshkruan pérhapjen e valés.
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- Ekuacioni Camassa-Holm

Ekuacioni CH , éshté quajtur ekuacioni Camassa-Holm pasi matematikanét Camassa dhe Holm
1993, 1994 ( shih [2] ), gjithashtu modeluan valét né ujé té cekét,

Up — AUy + 2ku, + 3uly, — aully,, =0 (1.6)

ku u éshté shpejtésia e Iéngut né drejtimin x ose, né ményré ekuivalente , lartésia e sipérfages sé
liré té ujit mbi njé fund té sheshté dhe k dhe « jané konstante. Ekuacioni C-H pranon zgjidhjet e
valés sé vetmuar ose mé miré té thuhet valés soliton, por né kontrast me zgjidhjet e ekuacioneve
KdV ato jané té nénkuptuara né natyré. Zgjidhja éshté quajtur zgjidhje kulmore mbasi pércakton
pikérisht zgjidhjen pér valén né momentin e pikut (kulmi i lartésisé) gé arrin vala e dallgés sé
ujit, megénése ajo kulmon né njé kulm (ose kénd) ku derivatet e para jané jo té vazhdueshme.

- Ekuacionet e valés sé ujit té cekét né dinamikén e Iéngjeve

Ekuacionet e valés sé ujit té cekét té pérdorura né dinamikén e Iéngjeve né gjeofiziké jané bazuar
né supozimin D = L << 1; ku D dhe L jané vlerat karakteristike pér shkallét e gjatésisé vertikale
dhe horizontale té lévizjes. Pér shembull, D mund té jeté thellésia mesatare e njé shtrese té ujit
(ose i gjithé thellésisé sé ujit) dhe L mund té jeté gjatésia e valés sé ujit

Levizja e vales se shkurter

Niveli kryesor i ujit

Thyerja e vales P ‘ \,
///
‘/
— /’{
A NE e
Valet e shkurtra
p— Valet e gjata i Levizjet ¢ zoteruara nga
i JV&FC%C gla?a 8
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Vale e shkurtér me energji té larté

Vala e gjaté me energji té ulét

ST

Niveli i geté i detit

Fundiidetit

Figure 4: Konfigurimi pér modelin gjeofizik té valés sé ujit

Komuniteti gjeofizik i dinamikés sé Iéngjeve pérdor ekuacionet e méposhtme té ujit té cekét 2D ,

Uy + Uy +Vu, +gh, - 2Qv = -gb, (1.7)
v, + vv, +vv), +gh), +2Qu =-gb, (1.8)
he + (hu), + (hv), = 0 (1.9)

pér té pérshkruar rrjedhat ujore me njé sipérfage té liré nén ndikimin e gravitetit (me nxitim
gravitacional g) dhe forcés pér shkak té rrotullimit t& tokés (me shpejtési kéndore ()
Si zakonisht, u = (u, v) pércakton shpejtésiné horizontale té ujit dhe h(x, y, t) éshté thellésia e
tij.

.

-
I e I

‘_.-""'i—__‘"'\\ .-I"J'-—._‘-'-‘-\
= = Bi{x.vV) *= R v.1I) = S v.1)
< Y.t
" fundi i detit
- b
o x

Figure 5: Konfigurimi pér modelin gjeofizik té valés sé ujit té cekét
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Si¢ tregohet né Figurén 5, h(x,y,t) éshte distanca midis sipérfages sé liré z = s(x,y,t) dhe
fundit té ndryshueshém b(x,y). Pra, s(x,y,t) = b(x,y) + h(x,y,t). Ekuacionet (1.7) — (1.8)
shprehin balancén e momentit horizontal, (1.9) shpreh ruajtjen e masés. Shénojmé ge
komponenti vertikal i shpejtésisé sé Iéngut éshté limituar nga dinamika dhe gqé numri i variablave
té pavarur éshté reduktuar me njé. Me té vértete, z nuk shfaget né ményré té dukshme né
(1.7) — (1.8), kuu,v dhe h varen vetém nga x, y dhe t.

1.3 Eksperimente té valés sé ujit dhe vézhgime

Népérmjet njé serie eksperimentesh né njé ambjent hidrodinamik, Hammack shqyrtoi
vlefshmériné e ekuacionit té valés sé ujit (shih [10]) dhe ekuacionin KdV si modele pér valét e
gjata né ujé té cekét (Hammack dhe Segur (shih [8]) si edhe valét e ndryshme me gjatési shumé
mé té madhe sesa thellésia e ujit. Kérkimet e tyre ngrinin pyetjen: A mundet njé zhvendosje
fillestare e ujit, ndérkohé gé pérhapet me shpejtési pérpara, pérfundimisht té evoluojé né njé
zinxhir té valéve té vetmuara, té lokalizuara (solitonet) dhe njé fund oscilator (Iékundés) sic
parashikohet nga ekuacioni KdV?

Bazuar né té dhénat eksperimentale, ata arritén né pérfundimin gé (i) dinamika KdV ndodh
vetém nése valét udhétojné né njé distancé té gjaté, (ii) njé sasi e konsiderueshme uji duhet té
zhvendoset fillimisht (p.sh nga njé piston) pér té prodhuar njé soliton (valé té ngurtésuar),
(iii) volumi i ujit i valés fillestare pércakton formén e valés drejtuese né zinxhirin e formuar té
valéve, dhe (iv) drejtimi fillestar i zhvendosjes (p.sh lévizja lart ose poshté e pistonit) pércakton
cfaré do té ndodhé mé voné.

Kérkues té tjeré té ndryshém kané testuar vlefshmériné e ekuacionit KdVdhe variantet né
eksperimentet laboratorike. Studimet e matematikanéve né kété fushé pérfshijné (i) njé skemé
numerike me vlerésime té gabimit, (ii) njé test konvergjence té kodit té kompjuterit, (iii) njé
krahasim midis parashikimeve t& modelit teorik dhe rezultateve té eksperimenteve laboratorike.

Eksperimentet e rezervuarit té ujit né lidhje me analizén e té dhénave aktuale, u dhané mundési
kérkuesve té gjykonin nése mund té pérdoret apo jo ekuacioni i KdV pér té modeluar dinamikén
e cunamit (Segur [10]). Kérkimet pér cunamin u intensifikuan pas cunamit té Dhjetorit 2004 gé
shkatérroi rajone t& médha bregdetare té Indisé, Indonezisé, Sri Lankés dhe Tailandés dhe vrau
rreth 300,000 njeréz.

Pérvec valéve té ujit té cekét afér plazheve, ekuacioni KdV dhe zgjidhja e tij e valés sé vetmuar
gjithashtu aplikohen né valét e brendshme né ogean. Valét e brendshme té vetmuara né ogean té
hapur jané valé té ngadalta me amplitudé té madhe gé udhétojné né ndérfagen e shtresave me
dendési té ndryshme. Valé té tilla jané studiuar gé prej 1960. Valé té brendshme té fugishme
mund té ndikojné né jetén biologjike dhe té ndérhyjné né lundrimin nénujor. Kuptimi i sjelljes sé
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valéve té brendshme mund té ndihmojé né krijimin e lehtésirave té prodhimit né det té hapur pér
nafté dhe gaz natyror.

Rryma afér sipérfages shogéruar me valé té brendshme modulon né ményré lokale lartésiné e
sipérfages sé ujit. Késhtu, vala e brendshme & njé “firmé” ose “gjurmé” né sipérfagen e detit né
formén e njé pakete té valéve té vetmuara (disa heré té quajtura rryma aktuale ose rrymat e
baticés). Kéto manifestime vizuale shfagen si vija lineare té gjata né imazhet satelitore ose né
fotografité e marra gjaté fluturimeve hapésinore.

Modeli KdV éshté i aplikueshém pér léngjet me dy shtresa dhe valét e brendshme té vetmuara
nése (i) raporti i amplitudés a me thellésiné h té shtresés sé sipérme éshté i vogél, dhe (ii)
gjatésia e valés /4 éshté e madhe né krahasim me thellésiné e shtresés sé sipérme. Mé saktésisht,

% = 0(2 Z—j) << 1. Njé diskutim i detajuar i valéve té brendshme té vetmuara dhe referencat
pérkatése mund té gjendet né Garrett (shih [7]), Grimshaw (shih [8], Apel (shih [1]).

1.4 Hapésirat me dimensione té rendit té larté
- Hapésira funksionale e C™ (Q2)

Pérkufizim: Hapésira funksionale éshté njé bashkési funksionesh ku jané pércaktuar disa
veprime.

Shembull: C(Q) = C™(Q) = {u(x), u(x) éshté i vazhdueshém né Q} (1.10)

éshté njé hapésiré lineare qé pérmban té gjitha funksionet e vazhdueshme né Q. Ajo éshté njé
hapésiré lineare sepse pér ¢do numer real a dhe B, kemi: nése u; € C(Q),u, € C(Q), atéheré
au; + Puy € C(Q).

Shénojmé, Q éshté njé bashkeési ku pércaktohen funksionet, pér shembull Q = [0, 1].
Hapésira funksionale me derivatet e vazhdueshme té rendit té pare éshté pércaktuar si:
Ct() = {u(x), u(x), u'(x)jané té vazhdueshém né 2} (1.11)
Dhe né ményré té gjashme
C™(Q) ={ulx), u(x), u'(x),....,u™ jané té vazhdueshém né 2}  (1.12)
Né ményreé té qarté kemi
C'>o (¢l o™ o, (1.13)

Le té jeté m gé shkon né infinit, pércaktojmé:
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C*(2) = {u(x), u(x) éshté e diferencueshme pafundésisht né 2} (1.14)
Pér shembull, e™, sin x dhe funksionet elementare jané né C*~.
- Hapésirat me dimensione té rendit té larté

Konsiderojmé funksionet shumédimensionale u(xq, x5, ", x,), 0se u(x), x € R™. Pérdorim
shénimet me shumé indekse pér té thjeshtésuar shprehjet e derivative té pjesshme.

Le té jeté a = aq,ay,"",a,, a; =0 nje vektor i ploté né R™. Pér shembull, nése n =5, a =
(1,2,0,0,2) éshté njé prej a’ -ve.

Shénimi me shumé indekse pérdoret pér té shprehur derivatet e pjesshme té méposhtéme,

alely
ax§1oxg? - -axan’

la|=a; +a, +--- +a,, a; =0. (1.15)

Shembull 1: Kur n = 2 dhe u(x) = u(x, x;), té gjitha D'*lu e mundéshme jané

2%u

=(2,0), Dldy=—
a=(2,0) u ox?

0%u
a=(1,1), Dlaly = %07,
a=(0,2), Dldy= 62—12‘.
0x5
Hapésira C™ mund té percaktohet si
cm"() = {u(xl,xz,- -+,x,), D!*u jané té vazhdueshém né Q,|a| < m} (1.16)

Kjo do té thoté gé té gjithé derivatet e mundéshme deri né rendin m jané té vazhdueshém né Q.

Shembull 2: Kurn = 2,m = 3, atéheré t€ gjitha u,u,, Uy, Uy, Uxy, Uy, Ugres Uxryr Usyy,
Uy, duhetté jené té vazhdueshem né Q nése u € C3(2). Shénojmé g¢ C™(N) ka
dimensione té pafundme.

Pérkufizim. Distanca né C°() éshté percaktuar si

d(u,v) = max lu(x) — v(x)| (1.17)

mef

Pérkufizim. Njé hapésiré lineare me distancé té pércaktuar quhet hapesiré metrike. Njé distancé
e njé funksioni jo negativ i u dhe v gé pérmbush;

d(u,v) 20, d(u,v) =0 nése u =v (1.18)
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diu,v+w) <du,v) +d(uw) (mosbarazimi i trekéndéshit) (1.19)
Pérkufizim. Norma né C°(12) éshté njé funksion jo negativ i u i pércaktuar nga

lu@)ll = d(u, 6) = max |u(x)] (1.20)

mef

ku 6 éshté elementi zero . Njé normé duhet té pérmbushé

lu(x)ll = 0, lu(x)| =0 néseu=v (1.21)
law(x)|| = |[all[lu()]l, a éshté njé numér (1.22)
lu(x) + v < llu()|l + |[v)l (mosbarazimi i trekéndéshit) (1.23)

Pérkufizim. Njé hapésiré lineare me njé normé quhet hapésiré e normuar. Né C™ (£2), distanca
dhe norma pércaktohen si

d(u,v) = max max |D|“|u(x) —D'“'v(x)| (1.24)
0<|la|sm zen

lau()ll = max max |D1lu ()| (1.25)
0<lalsm zen

1.5 Hapésirat Sobolev H™(£2)
Kujtojmeé hapésirat C™ (2). Pér analogji pércaktojmé hapésirat integrale H™ (02).
Pérkufizim. Hapésira integrale H™ () quhet, C° - L2 =H°, (C™ > I™

Hapésira integrale H°(Q2) = L?(R2) pércaktohet si

12(0) = {u(x) [, w2()d(x) < oo} (1.26)
qé korespondon me hapésirén ¢°(2). Shohim gé €(0.1) = ¢°(0,1) < L?(0,1)

Lema: L?(Q) éshté njé hapésiré e ploté. Kjo do té thoté qé ¢do varg Koshi (Cauchy) {f,} bén
pjesé né L2. Me fjalé té tjera, egziston njé f € L2(2) i tillé gé

limn—)oo ”fn _f“L2 =0 or limn—mofn =f (127)

Pérkufizim. Njé varg Koshi éshté njé varg qé pérmbush vetiné: pér ¢do numér té dhéné pozitiv &,
egziston njé numér i ploté N, i tillégé ||f, — fll;2 <& , nése m>N, n=N.

Pérkufizim. Njé hapésiré e normuar e ploté quhet hapesiré Banach (njé varg Koshi konvergjon
né termat e normés). Pér kété arsye L?(£2) éshté njé hapésiré Banach .
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- Prodhimi skalar né L?

Pérkufizim .Né R"™, pér ¢cdo dy vektoré té dhéné, x = I[Z]I ER"y = I[;};]I € R"
' ' I R I
L, | Ly, J
prodhimi skalar pércaktohet si
(x,y) = Xis1 XY (1.28)

Pérkufizim .N& ményré té ngjashme, prodhimi skalar né hapésirén L? pércaktohet si

(x,y) = [, fF()g)d(x) / f(x) € L*(2),g(x) € L*(2) (1.29)
gé pérmbush kérkesat si njé prodhim skalar,
(f,9)=49.1)
(af,g) = {f,ag) = aff,g), pértegjitha a €R
(f.g+w)=(f,g)+{f,w), péredof(x)€L*() g(x) € L*(2)
Me prodhimin skalar, forma e dobét pér problemin e modelit té thjeshté
u=f 0<x<1 u(0)=u(1)=0
mund té rishkruhet si (u,v') = (f, v) pér té gjitha v € H(0,1)

dhe forma e minimizimit ésht¢ min F(v) ,
veH(}(O‘l)

F) =50, v) = (f,v) (1.30)

Shénim:Norma, distanca dhe prodhimi skalar né¢ L% () kané lidhjen e méposhtéme

1

2
ol = Vwv) = D(w,6) = { f |u2|d<x)}
0]

- Mosbarazimi Koshi-Shvarc (Cautchy — Schwartz) né L?(2)

Pérkufizim.  Pér hapésirén Hilbert me njé normé (u,v) dhe normén e tij rezultante
|(w, v)|| =/ (u, v), mosharazimi Cauchy-Schwartz éshté si mé poshteé,
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lu(x), v()| < llulllivil (1.31)

- Hapésirat LP(2)

Pérkufizim . Hapésira LP (2) pércaktohet si

P (@) = fu@) [, w (@¥)d(x) < =} (1.32)

Pérkufizim. Distanca né L? (2) pércaktohet si

1

d(f,9) ={J, If - gl d®} (1.33)

Meqgénése njé hapésiré e normuar e ploté quhet hapésiré Banach (njé varg Koshi konvergjon né
termat e normés), atéheré LP () éshté njé hapésiré Banach. Por ajo nuk éshté njé hapésiré
Hilbert, sepse nuk ka asnjé prodhim skalar.

- Hapésirat Sobolev té lidhura me derivatet né format integrale

Né ményré té ngjashme me C™ (), ne pérdorim H™(£2) pér té pércaktuar hapésirat funksion
me derivate né forma integrale. Hapésirat funksion jané pjesé e hapésirave Sobolev.

Atéheré ne pércaktojmé:

H(Q) = I12(Q) = {v(x), [, w?ldx < oo} (1.34)

- Pérkufizimi i derivateve té dobéta

Dimé gé nése u(x) € €'(0,1), atéheré pér cdo funksion @ € C'(o,1), 8(0) = @(1) = 0,
kemi:

[l (00@) = uo |(1) — [l uGo@ ()dx = — [ u()d () dx (1.35)

Njé @(x) i tillé éshté quajtuar njé funksion testimi né Cg (0, 1).

Prandaj mund t& pércaktojmé derivatin e dobét t&¢ u(x) € L?>(Q) = H°() si njé funksion v(x)
gé kénag

f v(x)D(x)dx =—f u(x)@'(x)dx (1.36)
0

0
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pér té gjitha B(x) € C2(2), 8(0) = @(1) = 0.

Nése ekziston njé funksion i till&, ai éshté quajtur derivat i dobét i rendit té paré i u(x) dhe
éshté pércaktuar si v(x) = u'(x).

Né ményré té ngjashme, mund té pérkufizojmé derivatine rendit té m-té té u(x) € H™(Q) si njé

funksion v(x) gé kénaq

f (B dx = (=1)™ f u(x) @™ () dx (1.37)
K0}

0
pér té gjitha @(x) € CI* (7). Kjo éshté
P(x) EC™(W), B(x) =0 =---=0MD(x)=0, nése x € .

Nése njé funksion i tillé v(x) ekziston, ai quhet derivat i rendit té m-té t€ u(x) dhe pércaktohet
si v(x) = u™(x). Derivatet e rendit té larté jané pércaktuar nga derivatet e rendeve mé té ulta.

- Pérkufizimi i hapésirave Sobolev H™ ()
Pasi kemi pércaktuar derivatet e para té pjesshme, pércaktojmé hapésirat Sobolev H!(£2) si
H'(Q) ={v(x), DI*lve?(n), |a| <1} (1.38)

Pér shembull, H(a, b) éshté pércaktuar si

b

b
H'(a,b) ={v(x), a<x<b,J v2dx < oo; J v'zdx<oo}

Né dy dimensionet e hapésirés, H'(£2) éshté pércaktuar si
ov v
H(0) = {c(x, V), vELF@), Sre LP@), S € LZ(m} (1.39)
Né ményré té ngjashme, hapésira Sobolev H™ (2) éshté pércaktuar si

H™(Q) ={v(x), D"%lv e ?(Q), |a] <m} (1.40)

- Prodhimi skalar né hapésirat H™

Prodhimi skalar né H°(2) éshté i njéjté si ai né L2(2)
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W V)goy = (W, v)o = fﬂ uvdx (1.41)

Prodhimi skalar né H'(a,b) pércaktohet si

b
(W V) y1py = W) = f (uv + u'v)dx (1.42)
a

Prodhimi skalar né H' () i dy variablave éshté pércaktuar si

Judv Judv

(W V1) = W V) = ffﬂ (uv + 3% Ox + @E) dxdy (1.43)

Prodhimi skalar né H™(£2) i dimensioneve té pérgjithshme éshté
= @l = || D) 0u@) Gwe)dx (1.44)
2 Jal=m

Normané H™(f2) e dimensioneve té pérgjithshme éshté

1
/2
lullim @@y = llulln = {f z ID“u(x)Izdx} ) (1.45)

2 |a|l<m

prandaj H™(2) éshté njé hapésiré Hilbert. Njé normé mund té pércaktohet nga prodhimi skalar.
Pér shembull, né H(a, b), norma H' pércaktohet nga

b P
lull; = {f (u? + u’z)dx} (1.46)

Distanca né H™(£2) e dimensioneve té pérgjithshme pércaktohet si

d(u, V) = llu = vy (1.47)

- Lidhjet midis €™(£2) dhe H™ () — Teorema Sobolev e pérfshirjes
Né hapésirén njé dimensionale, kemi
H™(Q) cC'(), H*’)ccCi\), ... HY @) cc)
Teorema 1.1 Teorema Sobolev e pérfshirjes: Nése 2m > n, atéheré

H" () c (), j=0,1,..., (1.48)
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ku n éshté dimension i variablave té pavarur té elementéve né hapésirén Sobolev.
Shembull 1

Né hapésirén dy dimensionale kemi n = 2. Kushti 2m > n do té thoté gé m > 1. Nga teorema
e pérfshirjes kemi

H** c(C, j=0,- H*cc(C’ j=1,- H3cC(C!, -

Nése u(x,y) € H?, ecilado té thoté qé u, u,, Uy, Uy, Uy, dhe té gjitha u,, ipérkasin L2,

ne mund té konkludojmé gé u(x,y) éshté e vazhdueshme, por w, dhe w, mund t€ mos jené té
vazhdueshém.

Shembull 2

Né hapésirén tre dimensionale, n = 3, 2m > n do té thoté m > 3/2 . Kemi té njéjtin rezultat si
né 2D (dy dimensional).

H* c¢/, j=0,- H*c(’ j=1,-» H>c(C!;--
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Kapitulli 11
TEORIA E EKUACIONIT TE VALES UJORE

2.1 Véshtrim i shkurtér mbi ekuacionin e valés ujore

Ekuacioni Korteweg-deVries (ekuacioni KdV), éshté ndoshta ekuacioni diferencial me derivate
té pjesshme jolinear mé i thjeshté qé pérfagéson ekuacionin e valés ujore dhe éshté:

U + 606Ul + Uy, =0

ku u=u(x,t) éshté njé funksion me dy variabla. Ekuacioni KdV éshté shumé i réndésishém pasi
lind né shumé kontekste fizike. Ai mund té pérdoret pér shembull pér té pérshkruar valét né ujé
té cekét, rrjetat jolineare, dinamikén e gazit dhe hidromagnetika dhe valét jon-akustike né
plazmén e ftohté. Interesi éshté pér derivimet fizike. Shénojmé qé koeficientét pérpara tre
termave jané disi arbitrare.

Ekuacioni i modifikuar KdV. Njé ekuacion i ngjashém qé do té luaj njé rol té réndésishém éshté
ekuacioni i méposhtém qé njihet si Ekuacioni i modifikuar KdV, shkurtimisht ekuacioni MKdV:

v + 6020, + Uy =0

Ekuacioni Camassa-Holm dhe ekuacioni Degasperis-Procesi jané dy ekuacione gé kénagin
kushtin e integrimit té ploté.

Ekuacioni Camassa-Holm éshté si mé poshté:
(U — eUyy ) + kU + 33U, = € LUyl + Ul ), x€Q, t>0

Né vitin 1993 Camassa dhe Holm nxorrén ekuacionin dhe pér a =3, =2, y=0 né
ekuacionin e mésipérm si njé model pér pérhapjen e valés sé ujit njékahéshe né ujé té cekét me u
qé pérfagéson lartésiné e sipérfages sé liré té ujit nga fundi i sheshté.

Pér ¢ = 0 marrim ekuacionin e njohur KdV
u; +ku, + auuy, +yuy,, =0

Té dyja pérshkruajné valét e ujit t& cekét. Pé&r mé tepér kéto ekuacione kané njé strukturé
bi-Hamiltoniane, ato jané plotésisht té integrueshme, ato kané shumé sasi té ruajtura té
palimituara. Nga njé kéndvéshtrim matematikor, ekuacioni Camassa Holm éshté i miréstudiuar
(shih 11). Réndésia e ekuacionit si model pér valén e ujérave té cekét éshté studiuar mé tej nga
Johnson.
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Né [11]-[13], Degasperis dhe Procesi, né fillim studiuan familjen e méposhtme té ligjeve PDE té
ruajtjes té shpérndarjes sé rendit té treté me kushtet kufitare

Up + Coly + Vlgrre — XUy, = (CU? + C1U? + C3lUyy )y, X€EQ, t>0

ku a, ¢y, ¢y, 3, c3 jané konstante reale dhe indekset pércaktojné derivatet e pjesshme. Simboli Q
éshté njé bashkési ku jané pércaktuar funksionet, pér shembull Q = [0, 1].

Duke ndjekur metodologjiné e pérshkruar (shih[16]) pér sistemet e pérgjithshme
bi-Hamiltoniane, éshté e mundur té nxirret njé numér i pafundém i sasive té ruajtura pér zgjidhjet
e ekuacionit Camassa Holm. Problemi konsiston né llogaritjen e fushés sé largét té shpérndaré
mbi njé pengesé “forma” e t€ cilés pércaktohet né disa ményra nga u (pér t fikse). Né praktike,
kjo do té thoté té gjesh vlerat vetiake té operatorit linear qé varen nga u(t, x). Fakt i dukshém
éshté se, ndérkohé qé koha ecén, nése u(t, x) pérmbush kété ekuacion, atéheré kéto vlera vetiake
pérmbushin ekuacionet diferenciale lineare triviale té cilat mund té zgjidhen né ményré eksplicite
dhe fusha e largét mund té pércaktohet pér ¢cdo kohé.

S(Bz_l) dhe c; = &, atéheré duke zévendésuar c, me k dhe a? me € né

ekuacionin Camassa Holm, marrim ekuacionin e pérgjithshém té ujit té cekét si mé poshté:

Kur ¢, =% dhe ¢, =

(U — €Uy ) + kU, + AU, + Ylyy = € (BUyUyy + Ulyyy ) , X€Q, t>0

Ekzistojné té paktén tre ekuacione té famshme gé pérmbushin kushtin e integrimit té& ploté
brenda késaj familjeje: ekuacioni KdV (shih [14]), ekuacioni Camassa-Holm (shih [15]), dhe
ekuacioni Degasperis-Procesi (shih [11]-[13]).

Ekuacionet e valés sé ujit té cekét modelojné pérhapjen e turbullimit né ujé dhe léngje té tjeré.
Rrjedhat e ujit té cekét karakterizohen nga zona rrjedhjeje me sipérfage té liré. Ekuacionet e
valés sé ujit té cekét formojné njé sistem jo linear.

Ekuacionet shpesh pranojné zgjidhje jo té vazhdueshme dhe zgjidhjet analitike jané té kufizuara
né shumé pak raste té idealizuara.

Thellésia e ujit 8shté e vogél né krahasim me gjatésiné e valés sé turbulencés. Pér shembull, ne
normalisht nuk mendojmé se Ogeani Indian éshté i cekét. Thellésia éshté dy ose tre kilometra.
Por cunami shkatérrues né Ogeanin Indian né 26 dhjetor 2004, pérfshiu dallgé gé ishin dhjetra
ose gindra kilometra té gjata. Késhtu pérafrimi i ujit té cekét parashikon njé model té arsyeshém
né k&té situaté.

Né vecanti, kujtojmé se egzistenca dhe uniciteti pér zgjidhjet globale té dobéta jané vértetuar nga
Coclite [19], Constantin dhe Escher [20].
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2.2 Problemi i vilerés fillestare né ekuacionin e valés ujore me term logaritmik

Egziston njé literaturé e gjeré mbi pyetjen e egzistencés, egzistencés globale té zgjidhjes pér
ekuacionin e valés me kushte kufitare jolineare, sjellje asimptotike té zgjidhjes pér problemin e
méposhtém té vlerés fillestare té pérdorur nga Enzo Vitillaro [21],[22] dhe Ping Zhang, Yuxi
Zheng [24]

Uy + (A" +u+h(u,)=fw, xeQ, t>0
u(x,t) =0, xedQ, t>0
u(x,0) = uy(x) dhe u,(x,0) = uy (x), xe (),
Puna dhe trajtimi gé do té béhet né temén time té disertacionit pér kété pjesé do té konsistojé né

problemin e vlerave fillestare pér njé klasé té ekuacioneve té valés jolineare té rendit mé té larté
me terma logaritmiké né trajtén e méposhtme (shih [82],[86])

Uy +P+u+u |ulPu=unlult, (x,t) e x [0,T),
u(x,t) =0, xedQ, t>0
u(x,0) = ug(x) dhe u,(x,0) =u;(x), xeQ,

ku QcR"™ (n>1) éshté njé zoné e kufizuar me kufi té buté 0Q, 0 < k < 1, k éshté njé
parametér i vogél dhe P = (—A)™, m éshté njé numér natyror (m = 1). Ne do té merremi
edhe me vlerésimin e shuarjes sé energjisé.

Hiramatsu [26] gjithashtu paragiti ekuacionin e méposhtém:
U +Pu+ utu, +uPu=ulnul®, (x,)eQ x(0,T), t>0
ku P = —AU kur studiojmé dinamikén Q né fizikén teorike [26].

Duke ndértuar njé funksion té pérshtatshém Lyapunov, marrim vlerésimin e shuarjes sé energjisé
pér ekuacionin logaritmik té valés sé rendit mé té larté. Késhtu géllimi né kété seksion éshté té
marrim njé vlerésim té shuarjes sé zgjidhjes sé problemit né bashkési té géndrueshme pér té cilén
zgjidhja e problemit sillet né ményré eksponenciale. Mjeti ky¢ né vértetim éshté njé ide e
pérdorur kohét e fundit nga Benaissa [29] dhe Gerbi [30]. Kjo metodé éshté bazuar né ndértimin
e funksionit té pérshtatshém Lyapunov qé shpreh njé turbullim té vogél té energjisé. Duke
pérdorur metodén Gorka [23] marrim egzistencén globale té zgjidhjeve té dobéta pér té gjitha
uy €EH,™uy € L? pér problemin e vlerés fillestare dhe kufitare.
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2.3 Zgjidhja globale e dobét dhe teorema kryesore

Para se té bé&jmé prezantimin e sakté té rezultateve kryesore, do té paragesim pérkufizmin e
zgjidhjes sé dobét né problemin Koshi (1-2).

Pérkufizim 1. Njé funksion i vazhdueshém u = u(t, x) éshté njé zgjidhje globale e dobét pér
problemin Koshi (1.2) nése: u = u(t,x) € C((0,0) x 2) N L*(R, H™(2)) dhe ||ull ym o) <
llwoll ym oy » V€ > 0u(t,x) pérmbush ekuacionin (1-2) né kuptimin e shpérndarjeve.

Shénim: Q c R™, n > 1, éshté njé zoné e kufizuar me kufirin e buté 0Q.

Teorema 2. Supozojmé se uyeH™ (2). Atéheré problemi Koshi (1.2) ka njé zgjidhje té dobét té
pranueshme u = u(t, x), né kuptimin e Pérkufizimit 1, mé sipér. Pér mé tepér, zgjidhja e dobét
u(t, x) né problemin Koshi (Cauchy) (1-2) plotéson vetité e méposhtme:

1) Egziston njé konstante pozitive C gé varet vetém nga |lugll ym oy e tillé gé 9, u(t, x) < % +
C pértégjithat >0

2) P(t,x) € L°(R*,H™(2)) dhe d,u(t,x) € LP(RT,H™(2)) pér ¢do p < 3 ( d.m.th. pér cdo
0 < T, <+, egziston njé konstante pozitive C; = C;(T, M, p) e tillé gé

T

ff |0, u(t,x)|P dxdt < C; pér té gjitha p < 3

0 |x|<3
3) Supozojmé se u(t, x) éshté njé nga shenjat, atéheré u = u(t, x) i afrohet zeros ndérkohé gé
t = oo, dm.th lim,_,|u(t,x)| =0 , pérté gjithaxe Q (Q < R™, n>1).

Puna do té vazhdojé me disa lema dhe vértetimin e Teoremés 2

Né kété paragraf, duke supozuar ¢ = 1 né Ek. (1.2), ndértojmé vargun e zgjidhjeve té péraférta
u, = u,(t, x) si zgjidhje té problemit Koshi (2-1), d.m.th.

atus + U, axus - yaxus + axps = .uaxzus
1 0 -1 3—
Po= 7 e (202 + 2R (Gun” + (k + Y)ue ) (6,y)dy (2.1),

2J—0
1.(0,%) = 1, (%)

Egzistenca, uniciteti dhe vlerésimi i energjisé bazike né kété varg té zgjidhjes sé pérafért jané
dhéné né lemén e méposhtéme :

Kujtojmé edhe njé heré ekuacionin (2.2)

U + Coly + YUyre — QU = (LU + Uy ? + C3Uyy )y xeQ, t>0 (2.2)
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ku a, ¢y, c1, ¢y, c3 Jané konstante reale dhe indekset pércaktojné derivatet e pjesshme. Shénimi,
Q éshté njé bashkési ku jané pércaktuar funksionet, pér shembull Q = [0, 1].

Lema 3: Le té jeté € > 0 dhe u,, € H* () pér disa k > 2. Atéheré egziston njé zgjidhje e vetme
(unike) u, = u.(t,x) € C((0,), H*(2)) pér problemin Koshi (3.1). Pér mé tepér, u, pérmbush

luell gm0y < ||ug(,||Hm(m vt >0

Lema 4: Le té jeté uy € H™(£2) dhe u,(t, x) zgjidhje pér problemin Koshi (2-1). Egziston njé
konstante pozitive C qé varet vetém nga ||ug[|ym o), € tillé gé

d:u, (t, x) s%+C pértégjitha t >0 ,x ER

Lema 5: Leté jeté m = % me [, k numra té ploté pozitiv dhe [ > k. Supozojmé se a, b, T jané

konstante té fundme té dhéna né ményré arbitrare me a < b dhe T > 0. Atéheré egziston njé
konstante pozitive C = C(a, b, T, m, |luy||lzm o)) € pavarur nga ¢, e tillé gé

T

b
ff |0, u, (t, )|>™™ dxdt < C
0 a

Fillojmé me kompaktésiné e dobét né L°°(R+, H™ ((2)). Tani jemi gati té marrim kompaktésiné e

nevojshme té zgjidhjes sé pérafért u, (t, x).

Lema 6: Egziston njé nénvarg {ugj (t,x), P, (t, x)} i vargut {u, (t,x), P. (t,x)} dhe disa
funksione {u(t,x), P(t,x)},u € L*(R*,H™()) dhe P € L*(R*, H™ (1)), té till& gé U, > U
kurj - oo dhe P, > P né LI(RT, H™(2)) kur j — oo pér té gjitha 1 < g < +oo.

MEé pas, paragesim rezultatin mé té forté, d.m.th d,u,(t,x) = d,u(t,x) né LZ(R+,Hm([2))
ndérkohé gé & — 0", ecilanagarantonqgé u(t,x) éshté njé zgjidhje globale e dobét e

déshirueshme. Sé pari, theksojmé njé ndryshim té vogél té rezultatit bazik té teorisé sé masave
Young (shih [16 — 18]).

Lema 7 : Le té jeté u, , (A1) masa Young e shogéruar me { g.(t,x)} = { 0, u.(t, x)}.

Atéheré pér cdo funksion té vazhdueshém f = f(1) me f(1) =o(|A]") dhe 0,f(1) =
o(]A|""1) kur |A] = oo dhe r < 2 dhe pér ¢do v € L.°(£2) me Si+ % = 1 kemi

lim, o jn Faevedx = [ F@veodr
n
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e njétrajtshme né ¢do nénbashkési kompakte 2, ku f(q) = fﬂ f(D)dn, (1)
Lema8: Leté jeté u,,(1) masa Young e dhéné né Lema 7. Atéheré

U (4) = 850 pér gati té gjitha (t,x) € Ry X N

Veértetimi i Teoremés

Me gjithé njohurité e dhéna, jemi gati pér té vértetuar rezultatet kryesore d.m.th Teorema 2. Le té
jeté (w, P)(t,x) limiti i zgjidhjeve té pérafruara (u, P.)(t,x) kur e > 0*. Dhe nga Lema 3,4
dhe 6 rrjedh g¢ u € C([0,0) Xx R) N L*(RT,H™(2), P € L*(R*, W1*(Q). Duke marré e - 0%
né (2.1), lema 6 tregon se (u, P)(t, x) do té jeté njé zgjidhje e dobét e pranueshme me kusht qé

qe = O0xUe = q = 0, u ne L%oc (Ry x 02) (2.3)

kur e » 0. Megjithaté (2.3) éshté tashmé njé rrjedhim i thjeshté i Lemés 8 dhe Lemés 7.
Egziston njé nénvarg i {u.(t,x)}, vetpércaktuar i tillé gé

ge=0u ~>q=0u né I (R.IZL(Q)) Vp <o, p, <2 (2.4)
Kjo sé bashku me Lemén 5 pérfshin
qe =0u, > q=0u né L (R,x0)Vp<3 (2.5)
nga njé interpolim i thjeshté, i cili jep menjéheré (2.3). Pér mé tepér, rrjedh nga (2.5) qé
du € LF (R, xN) Vp<3
prandaj integrueshmeria e larté hapésiré lokale — kohé géndron.
Hapi i fundit i vértetimit éshté té shqyrtojmé sjelljen asimptotike té zgjidhjes u(t, x).
Kujtojmé edhe njé heré ekuacionin (2.2)
U + ColUy + YUpre — QU = (QUP + U2 + C3Uyy )y, XEQ, £>0

Nga supozimi yné qé u(t,x) éshté njé nga shenjat, do té konsiderojmé vetém zgjidhjen
jonegative. Rasti tjetér éshté i ngjashém. Le té jeté u(t,x) = 0 njé zgjidhje e dobét e pranueshme
pér ekuacionin (2.2) me € = 1. Atéheré pér ¢do t € R,, integrojmé ekuacionin (2.2) né
[0, t] X (—oo, x] pér té marré

ffwu(t, y)dy + %fot u?(s,x)ds —y fotu(s, x)ds + fot P(s,x)ds = ffw uy(y)dy (2.6)
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Kemi:
1
luCt)Ip + EHU(»X)”LZ(RJr) - V||u(,x)”L1(R+) + ||P(:x)”L1(R+) < “uO”Ll(R) (2.7)
Nga ana tjetér, nga vlerésimi standart mbi konvolucionin marrim
10, P(t )2 < Collugll?1 , e cilatregon qé d,u € L(Ry, L*(£2)

Pra, egziston njé nénbashkési N € R me (N) = 0 etillé gé¢ d,u € L*(R,) pér té gjitha
x € R\ N. Ngakjo dhe (2.7) rrjedh gé

lim, _, |u(t,x)[=0 pér x ER\ N (2.8)
Pér ¢do x € N, egziston njé varg {x;} € R\ N, itillé gé x; — x kur j - +o0. Meqgénése
lu(t, )| < [ult, x| + |ut,x) —ult, x| < |ult x|+ Colx — %]
Konkludojmé gé
lim, 4 |u(t,x)| =0 pérx € N (2.9)

Kjo kompleton vértetimin e Teoremés.

2.4 Ekuacioni i valés sé ujit me term logaritmik

Le té jeté||. ||, normé né LP(€2). Né vecanti, pércaktojmé .|| =||. ||, normén e zakonshme 12(Q).
Gjithashtu shénojmé C njé konstante pozitive universale.

Pérkufizim: Njé zgjidhje e dobét u(x, t) e problemit (1.2) né Qx [0,T), quhet
u € C([0,T]), Hy™ (), u, € C([0,T], L2(Q2)).u € C([0,T], H™(Q)), e tillé q& u(x, 0) =
uy (x) né Hy™, u,(x,0) = uy(x) né L2,

Theksojmé pérséri se interesohemi pér egzistencén globale té zgjidhjes pér ekuacionin e valés
ujore me kushte kufitare jolineare dhe terma logaritmike, sjellje asimptotike té zgjidhjes pér
problemin e méposhtém té vlerés fillestare té& pérdorur nga Enzo Vitillaro [21, 22] dhe Ping
Zhang, Yuxi Zheng [24]

Uy +(0)™+u+h(u )=, xe), t>0
u(x,t) =0, xed, t>0 (2.10)

u(x,0) = ug(x) dhe u,(x,0) = uq(x), xe ),
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Né kété paragraf do té trajtojmé problemin e vlerés fillestare pér njé klasé ekuacionesh té valés
jolineare té rendit mé té larté me terma logaritmikeé.

Uy +P+u+u [ulPu=ulnul*, (x,t) eQ x [0,T),
ulx,t) =0, xedQ, t>0 (2.11)

u(x,0) = upg(x) dhe u,(x,0) =u;(x), xeQ,

ku QcR" (n=>1) éshté njé bashkési e kufizuar me kufi té buté 9Q, 0 <k <1, k éshté
njé parametér i vogél dhe P = (—A)™, m éshté njé numér natyral (m > 1). Ne merremi me
vlerésimin e shuarjes sé energjisé pér (2.11).

Duke ndértuar njé funksion té pérshtatshém Lyapunov, marrim vlerésimin e shuarjessé energjisé
pér ekuacionin logaritmik té valés té rendit té larté. Késhtu géllimi éshté té marrim njé vlerésim
té shuarjes sé zgjidhjes sé problemit (1.2) né bashkési té géndrueshme pér té cilén zgjidhja e
problemit sillet né ményré eksponenciale. Metoda éshté bazuar né ndértimin e funksionit té
pérshtatshém Lyapunov qé shpreh njé turbullim té vogeél té energjisé. Duke pérdorur metodén
Gorka [23] marrim egzistencén globale té zgjidhjeve té dobéta pér té gjitha u, €Hy™u; € L?
pér problemin e vlerés fillestare.

Lema dhe teorema gé do té shfrytézohen gjaté trajtimit té ekuacionit té valés:
Lema 1: (Inekuacioni logaritmik Sobolev )

Le té jeté u cdo funksion né H,™ (Q) dhe a > 0 té jeté cdo numér. Atéheré (shih [3, 5])

J lul? ln—dx) +n(1 + ma)||lul)* < (2.12)

Teorema 2: Supozojmé se u, € Hy™ () dhe u, € L2 (Q), atéheré egziston njé zgjidhje globale
e dobét pér problemin (1.2).

Veértetim: Paragesim dy J(w) dhe I (u) funksionale

12 2 2 k 1 . K 2
Pzul| + ||lul| —ju Injul“dx |+ Z||u||4+Z||u|| (2.13)

Q

1
J@ = (u®) =J© = 5(
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12 1
1) = 1(u(®) = I(t) = ||qu|| + ||u||2—f Winfulfdx + Slulf  (214)
Q

Shohim se

J@) =J(®) = 21w +5lull> dhe E®) =3 w2+ (w) (2.15)

Duke pérdorur Lemén (1) té kombinuar me metodén Galerkin, shohim vértetimin e teoremés
(2). Shénojmé w = u, né ekuacionin 2.1 dhe duke pérdorur faktin gé

d 1 k
(ulnuk) = - Euzln |u|* —Zuz ,

marrim
S E(t) = —llull? (2.16)
Pércaktojmé thellésiné potenciale dhe manifoldin e njohur Nehari si mé poshté:
d=inf {supJ(Au), u€ Hy(W\{0}} A1=0 (2.17)
N ={u/ u€H"(@\0}, I(w)=0,lull#0} (2.18)
Lema3 Letéjeté u € Hy™ (Q) \{0}. Atéheré
a) I(Au) = 4 ‘% J(Au) dhe limy_oJ(Au) = 0, lim;_ o J(Au) = —o0
b) Ekziston njé 1* = A(w) unike e tillé gé :—t J(Aw)| =+ = 0, dhe J(Au) rritet né

0 < A < A% zvogélohet né 1" < 4 < 400 dhe arrin maksimumin né 1 = A1*. Me fjalé té
tjera, egziston njé¢ A* € (0, +o) etillégé I (A*u) = 0 dhe

W) = A :7 Jw) > 0 pértégjitha 0 < A < A*, I(Aw) <0, 1> A’ (2.19)

ku

2

1
= 1
PZu| + llull>=fg, u?In|ul®dx + Zllull}

A1 =ex
p A

Mé pas, shihet lehté se thellésia potenciale karakterizohet gjithashtu nga
d=infJ(u) u€EN (2.20)
Lidhur me problemin (1.2) pércaktojmé nénbashkésiné e méposhtéme té H,™ (Q):

W={ueH,"(Q)|J(w) <d, I(u) > 0} éshté bashkésia e géndrueshme
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dhe
V={ueH"Q)|Ju) <d, I(u) < 0} éshté bashkésia e pagéndrueshme (2.21)

ku W dhe V jané quajtur respektivisht bashkési e géndrueshme dhe jo e géndrueshme [13].
Lemad Letéjets u e Hy™(Q)dhe 1 = ()% em.

a) Nése 0 < |lull> < [, atgher& I (u) = 0.Nése I (u) =0dhe |[ul| # O,
(u € N) atéheré ||u||®> > L
b) Nése I (u) < 0, atéheré |lu|®> > L.

k 2n X k 2 L
Lema5 d 21(7")2 e’ =7l ku lz(f)z en

Vértetim: Nése marrim I (u) = 0dhe [|u|| = 0, atéheré nga Lema 3 kemi |lu||? > L.
bashké me Lemén 4 marrim

2n L

J@) =J®) = 31w +% |[ull? = 5 (52 e (2.22)

dhe kemid >-1.

B

Lema6 Nése uy, € Hy™ () dhe u; €12,0 < E(0) < d dhe u éshté njé zgjidhje e dobét
e problemit (1.2) né [0,T), ku T éshté koha maksimale e egzistencés sé zgjidhjes sé dobét,
atéheré

a) u eV nésel(u)) > 0,

b) u e W nése I (uy) < 0.

Veértetim: Nga mosbarazimi i méposhtém i energjisé té zgjidhjeve té dobéta u té mbajtura né
ekuacionin (2.2)

E(t) < E (0), pértégjitha t € [0,T ), marrim

E(6)) =5 lluell? +7(w) < 5 luill? +J(ug) <d  pértégjitha t € [0,T), (2.23)

2.5 Vlerésimet e zgjidhjes

Neé kété paragraf do té provojmé se zgjidhja do té rritet si njé funksion eksponencial né H, ™ (Q)
kur koha shkon né infinit pér energjiné fillestare pozitive té vogél ose E(0) < 0.

Teorema 1. Le té jeté up€ W, u; € L2 (Q) dhe 0< E(0) < %41 < d, atéheré zgjidhja e
(1.1) — (1.3) rritet si njé funksion eksponencial né H, ™ (Q) .
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Teorema 2. Le té jeté uy, € W(Q), u; € L? (Q) dhe 0 < E(0) < % < d ku c éshté njé

4 4
konstante e tillé qé 0 < kHcK%ez < 1. Atéheré, egzistojné dy konstante pozitive K dhe y té
pavarura nga t, té tilla qé:

0< E(t)< Ke’'< d, t=0

Veértetim: Le té shénojmé H(t) = —E(t). Le té jeté wu(t,x) njé zgjidhje e dobét e problemit
(2.1) — (2.2) . Meggénése uy € , uy € L2 (), si kemi spjeguar mé sipér kemi

u € W pér té gjithat € (0,+x) dhe 0 < E(t) <ddhe I(u) > 0
Tani, ndértojmé funksionin Lyapunov duke kryer njé modifikim té pérshtatshém té energjisé

L(t) = E(t) + ¢ (u,u,) (ku € > 0). (2.24)

Nga pérkufizimi i E(t) dhe megénése |[(u,u;)| < %(llull2 + |lu ll?) , atéheré dimé gé E(t)
dhe L(t) jané ekuivalente né kuptimin qé egzistojné dy konstante pozitive §; dhe B, gé varen
nga ¢ té tilla qé

B1E(t) < L(Y) < BE(D) (2.25)
Duke marre derivatin e kohés té funksionit L(t) dhe duke kryer integrimin me pjesé marrim
1
A2u

2
L) = (&= Dllull? + e||42u|| —ellull? - ellull} — e(u,u) +2 f, vlnjul*dx  (2.26)

Kujtesé: Nga sa éshté pérmendur mé lart dimé
; M M—2 13 M-2 M—2
L(t) = (1 + e+ 8;) lu 1% + e——+ ”Azu” +e—+ lull?> — sTfQ u?ln|ul¥ dx +
e MH(t) + = |[ull?
dhe megénése E(t) < E(0) < 0 nga pérkufizimi i E(t), dimé gé fQ uw?In|ul®dx > 0
Atéheré
1
Azu

2
L) = 6 [ llul? + || 42|+ llull> + H(©) ], dhe

H(t) = —E(t) < [, v’In[ul*dx (2.27)
Tani duke pérdorur mosbarazimin e njohur Young marrim
()l < o= (2 +8llul?)  per 8> 0 (2.28)
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Duke pérdorur pérkufizimin dhe duke futur (2.26) dhe (2.27), kemi
: £ e 1
L(t) < —MeE(t) + (M7 + e+ =— 1) lw lI? + MeE(Y) + s(% - 1) ||A2|| + s(% +6—

k
1) lll? + 55 a2 + 2 (5 = 1) lhullg + 2 (1= 3) f,, v?injul*dx (2.29)

Kujtojmé tani mosbarazimin logaritmik Sobolev, pér0 < M < 1

L) < -MeE@) + (54 e+ =—1) lul?+e(3-1) ||A2|| +e(1 ——)
e(+6—1)lull> + (ke G- 1)ln||u|| 2) a2 = e n ke (1= 5) = flull?

2

= L(t) < —MeE(W) + (S + e+ —— 1) Il |l? - 8(1——)(1——2)|A2 +e(3+8-

2m

1+k(1=3) i flull? —nk (1 - 3) =22 [full? (2.30)

Duke shénuar 1 — M/2 > 0, megénése 0 < M < 1, dhe In [|ull?> < In ||ull? (4](w)), marrim

L(t) < MeE(t)+(M7+ e+ == 1)l - 8(1—%)<1—k2—°:> A
+8<1\2/[+6—1+k(1——>1n(4](u)) nk(1—7)1+21na)||u||2
= —MeE(®) + (5 + e+ = — 1) llull? - 8(1—M)(1—%)|A% 2+g(%+a—1+
k(1-3) (In @1@) —n =) ) lull? (2.31)

4 4
Megénése 0 < M < 1, J(u) < 0 <% duke pérmbushur 0< kici%ez <a’< zk—"

ku a mund té sigurohet nga supozimi rreth a né Teoremén 1 dhe duke marré § > 0 mjaftueshém
té vogeél té tillé gé

24— 1+k(1- ) (i () - “52) < 0
Atéheré kemi

L'(t) < —MeE() + (M7+ e+ =— 1) llul? (2.32)
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Le t& marrim & > 0 mjaftueshém té vogél té tillé gé % + e+ % -1<0

Késhtu, mosbarazimi (2.32) béhet
L'(t) < —MeE(t)
Duke pérdorur (2.25), kemi
L'(t) < —MpB,L(Y) (2.33)

Duke vendosur K = M ¢ E(t) dhe duke integruar mosbarazimin (2.33) midis 0 dhe t marrim si
mé poshté:

L(t) < CeXt (2.34)

Kjo pérfundon vértetimin e Teoremés 2.
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KAPITULLI I
EKUACIONI | VALES SE UJIT TE CEKET

3.1 Njohuri mbi ekuacionet e valés sé ujit té cekét

Si¢c e kemi pérmendur, ekuacioni Korteweg-deVries éshté i réndésishém pasi ai shfaget né
shumé kontekste fizike. Ai mund té pérdoret pér té pérshkruar valét né ujé té cekét, rrjetat
jolineare joharmonike, dinamikat e gazit dhe valét hidromagnetike.

Ekuacioni i modifikuar KAV do té luaj njé rol té réndésishém né até mé poshté,
v, +6V%0, + Uy, =0

Né vecanti riformulojmé ekuacionin Camassa — Holm duke pérdorur njé grup té ndryshém té
variablave dhe marrim njé sistem gysmélinear té ekuacioneve diferenciale.

U — Uy + 2ku, + 3un,, —uu,,, =0, Ulfmg = U

Ky ekuacion ka marré njé vémendje té konsiderueshme dekadén e fundit. Nése konsiderojmé
rastin k = 0 né drejtézén reale gé éshté

Up — Upyr + 3UU — 2U Uy — Uy = 0
dhe tani e tutje i referohemi si ekuacioni Camassa — Holm.

Rrjedhat e ujit té cekét karakterizohen nga zona rrjedhje me njé sipérfage té liré. Ekuacionet e
valés sé ujit té cekét formojné njé sistem hiperbolik jolinear. Ekuacionet shpesh pranojné
zgjidhje jo té vazhdueshme dhe zgjdhjet analitike jané té limituara, né shumé pak raste ideale.

Ekuacionet e ujit té cekét modelojné pérhapjen e turbulencés né ujé dhe léngje té tjeré.
Ekuacionet nxirren duke u mbeshtetur né parimet e ruajtjes sé masés dhe ruajtjes s€ momentit.
Variablat e pavarur jané koha t, dhe dy koordinatat e hapésirés, x dhe y. Variablat e varur jané
lartésia e Iéngut ose thellésia h, dhe fusha dydimensionale e shpejtésisé sé léngut,u dhe v. Me
zgjedhjen e duhur té njésive, sasité e ruajtura jané masa, e cila éshté né pérpjesétim té drejté me
h, dhe momenti, i cili éshté pérpjesétim né té drejté me wuh dhe vh. Forca e veprimit mbi léng
éshté graviteti, i pérfagésuar nga konstantja gravitacionale g.

Pjesa mé madhe e rrjedhave té ujit té cekét té interesit praktik éshté dydimensionale. Shumé
metoda kompjuterike pér simulimin e rrjedhave dydimensionale bazohen fugimisht né teknikat
numerike té pérdorura pér té¢ modeluar rrjedhat njédimensionale.
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Ekuacioni Camassa — Holm pérdor njé gup té ndryshém té variablave dhe pérfton njé sistem
gjysmélinear té ekuacioneve diferenciale té zakonshme. Problemi Koshi pér ekuacionin Camassa
—Holm [31], [34]

Up — Uy + 2kU, + 3Ul,,, — Uy, = 0, Ulmg = U (3.1)

me k pozitive modelon (shih [37]), pérhapjen valéve gravitacionale njékahéshe né ujé té cekét,
me u é pérfagéson shpejtésiné e léngut. Ekuacioni Camassa-Holm ka njé strukturé bi-
Hamiltoniane dhe éshté plotésisht i integrueshém. Ai ka sasi té pafundme té ruajtura. Né vecanti,
pér zgjidhjet e buta sasité

fu dx, f(u2 + u?) dx, f(u3 + uu?) dx (3.2)

jané gjithé kohén té pavarura.
Ne do té shqyrtojmé rastin k = 0 né drejtézén reale gé éshté
Up — Uy + 3UU — 2U Uy — Uy, = 0 (3.3)
dhe tani e tutje do ti referohemi (3.3)-it si ekuacioni Camassa — Holm,
Ekuacioni mund té rishkruhet si sistemi i méposhtém
u, +uu, + P =0, (3.4a)

1
P—P,=u’+ Eu,% (3.4b)

Ekuacionet e tipit Boussinesq (BE) me jolinearitet logaritmik.

Kéto ekuacione jané njé zgjerim i ekuacioneve té valés sé ujit té cekét. Dinamika e valéve té ujit
té cekét, gé jané paré né vende té ndryshme si bregdet, ligene dhe lumenj, udhéhigen nga
Ekuacionet Boussinesq (BE). Ekuacioni BE jep njé pérafrim shumé mé té miré pér valé té tilla si
p.sh pérftimi i ligjeve té ruajtjes sé kétyre ekuacioneve. Shumé shkencétaré studiojné valét e ujit
té cekét dhe dinamikat e tyre, qé pérshkruhen nga ekuacioni Boussinesq duke patur jolinearitet
logaritmik. Ekuacioni Boussinesq korespondues éshté si mé poshté.

Qe _kZCIxx + a(qlnq)xx + bl xxxx + b2 qxxtt =0 (35)

Né kété ekuacion q(, ) pérfagéson profilin e valés, ku variablat e pavarur x dhe t pérfagésojné
respektivisht koordinatat hapésinore dhe kohore. Dy termat e para né ekuacion pérfagésojné
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operatorin e valés. Koeficienti éshté termi jolinear logaritmik. Koeficientét b; dhe b, jané termat
e shpérndarjes, ku né vecanti, koeficientét b, japin shpérndarjen hapésinore kohore.

Ekuacionet e ujit té cekét dhe ekuacionet Boussinesq mund té pérdoren pér té modeluar kéto
rrjedha té ndérprera, por vetém kjo e fundit mund té reflektojé luhatjet e vézhguara prané
ndérprerjes. Né pérgjithési, nuk ka réndési gé ekuacionet e ujérave té cekéta nuk kapin kéto
Iékundje, pasi sjellja e valéve sipérfagésore prané kétij rajoni nuk éshté e réndésishme pér
parashikimin e fluksit té rrymés ose frontit té goditjes. Megjithaté né disa raste mund té jené té
réndésishme dhe ekuacionet Boussinesq (po ashtu, ekuacionet Euler) ofrojné té vetmet mjete pér
té studiuar kété fenomen.

Ekuacioni Camassa-Holm

Tema kryesore e kétij véshtrimi éshté studimi i njé ekuacioni diferencial me derivate té
pjesshme, né vecanti ekuacioni Camassa-Holm. Ky ekuacion gézon shumé veti té shquara
matematikore. Ai éshté bi-Hamiltonian, pra ai zotéron dy Hamiltonian té dallueshém por té
pajtueshém. Ekuacioni Camassa-Holm (CH) :

(U—Up)e T 3uu, =€ (2Uyp Uy FUUy ) , X€Q, t>0 (3.6)

ose U — Upgye F3UU, — 27Uy Uy —Ulyy, =0 (3.7)

Ekuacioni i modifikuar KdV.

Njé ekuacion i ngjashém gé do té luaj njé rol té réndésishém né até gé vjen mé poshté njihet si
ekuacioni i modifikuar KdV , shkurtimisht ekuacioni MKdV:

Uy +uUU, — Uy, =0
ose v, +6v%0, — vy, =0 (3.8)

Né rrjedhén e pérpjekjes pér té zgjidhur saktésisht ekuacionin KdV, u zbulua gé ekuacioni ka njé
varg té pafundém té ligjeve té ruajtjes, té cilat do t’i pércaktojmé tani.

Duke ndjekur metodologjiné e pérshkruar pér sistemet e pérgjithshme bi-Hamiltoniane éshté e
mundur té derivohet njé numér i pafundém i sasive té ruajtuara pér zgjidhjet e (3.6); llogaritja
kryhet né detaje. Origjina e ekuacionit Camssa-Holm &shté pérshkruar né njé artikull nga
Fuchssteiner dhe Fokas ([40]) gé prej vitit 1981 ku ai shfaget si njé element i njé familjeje té téré
té ekuacioneve bi-Hamiltoniane té gjeneruara nga metoda e operatorit té rekursionit. Megjithaté
disa koeficienté nuk ishin llogaritur né ményré korrekte. Kjo mund té jeté arsyeja pse nuk i éshté
kushtuar vémendje e vecanté deri né rizbulimin e saj né 1993 nga Camassa dhe Holm né
kontekstin e valés sé ujit [36, 37]. Ata paraqgitén ekuacionin (1) si njé model pér pérhapjen e
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valés sé ujit njékahéshe né ujé té cekét, me u qé pérfagéson lartésiné e sipérfaqges sé liré té ujit
mbi fundin e sheshté. Réndésia e ekuacionit si njé model pér ujé té cekét del né paragrafét
pasardhés.

Ekuacioni Camassa Holm pér valét e ujit té cekét

Ekuacioni Camassa-Holm dhe ekuacioni Degasperis-Procesi jané dy ekuacione gé pérmbushin
kushtine integrueshmérisé sé ploté.

Nga njé kéndvéshtrim matematikor, ekuacioni Camassa-Holm éshté i miré studiuar. Réndésia e
ekuacionit si njé model pér ujin e cekét éshté studiuar mé pas nga Johnson. Ne [41]-[43].
Degasperis dhe Procesi fillimisht studiuan familjen e méposhtme té ligjeve té ruajtjes sé rendit té
treté PDE me kushte kufitare

U + Coly + VlUgpee — QPUpy = (U2 + CoU % + C3Uyy )y X€Q, t>0  (3.9)

ku a, cg, c1, ¢y, c3 jané konstante reale dhe indekset tregojné derivatet e pjesshme. Me Q éshté
shénuar njé bashkési ku jané pércaktuar funksionet, pér shembull Q = [0, 1].

Né vitin 1993 Camassa dhe Holm morrén ekuacionin (3.9) me a =3, =2, y=0 sinjé
model pér pérhapjen e valés ujore njékahéshe né ujé té cekét me u qé pérfagéson lartésiné e
sipérfages sé liré té ujit mbi fundin e sheshté. Ekuacioni Camassa-Holm éshté si mé poshté:

(u—guy ) +ku, +3uu, =e(2uUy Uy +UUL, ) , XEQ, t>0 (3.10)
Pér ¢ = 0 né ekuacionin (3.10) marrim ekuacionin e njohur KdV :
U, +ku, +auu, +yuy, =0 (3.11)

Té dy pérshkruajné valét njékahéshe té ujit té cekét. Pér mé tepér, té gjithé kéto ekuacione kané
njé strukturé bi-Hamiltoniane, ato jané plotésisht té integrueshme, ato kané sasi té pafundme té
ruajtura.

Duke ndjekur metodologjiné e pérshkruar né [46] pér sistemet e pérgjithshme bi-Hamiltoniane,
éshté e mundur té derivojmé njé numér té pafundém té sasive té ruajtura pér zgjidhjet e (3.9).
Problemi konsiston né llogaritjen e fushés sé largét té shpérndarjes mbi njé pengesé “forma” e té
cilés éshté pércaktuar né njé faré ményre nga u (pér t-fikse). Né praktiké, kjo do té thoté gjetja e
vlerave vetiake té njé operatori linear gé varet nga u(t,x). Fakt i njohur éshté gé kur koha
evolon, nése u(t,x) pérmbush (3.9), atéheré kéto vlera vetiake pérmbushin ekuacionet
diferenciale lineare té zakonshme té cilat mund té zgjidhen né ményré eksplicite dhe fusha e
largét mund té pércaktohet pér ¢do kohé. Problem i anasjellté i shpérndarjes konsiston né
rigjetjen e “formés” té pengesés, e cila éshtéu, nga njohurité mbi fushén e largét té shpérndarjes.
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Kur ¢; = % dhe ¢, = @ dhe c3 = ¢, duke zévendésuar cymek dhe a?mee né
ekuacionin (1-1), marrim ekuacionin e pérgjithshém té valés sé ujit té cekét si mé poshté:

(U —€Uyy) Fhu, +Fauu, + YUy, = (PUy Uy F ULy, ) , x€Q, t>0  (3.12)

Egzistojné té paktén tre ekuacione té famshme gé pérmbushin kushtin e integrueshmérisé sé
ploté brenda késaj familjeje: ekuacioni KdV (shih [44]), ekuacioni Camassa-Holm (shih [45]),
dhe ekuacioni Degasperis-Procesi (shih [41]-[43]).

Ekuacionet e ujit té cekét modelojné shpérndarjen e turbulencés né ujé dhe Iéngje té tjeré.
Rrjedhat e ujit té cekét karakterizohen nga zona rrjedhjeje me sipérfage té liré. Ekuacionet e
valés sé ujit té cekét formojné njé sistem hiperbolik jo linear. Ekuacionet shpesh pranojné
zgjidhje jo té vazhdueshme dhe zgjidhjet analitike jané té limituara né shumé pak raste ideale.
Thellésia e Iéngut &shté e vogél krahasuar me gjatésiné e valés sé turbulencés.

Né vecanti, kujtojmé gé egzistenca dhe rezultatet unike pér zgjidhjet globale té dobéta jané
vértetuar nga Constantin dhe Escher [48], dhe Xin dhe Zhang [49].

Ekuacioni logaritmik né dinamiké

Né paragrafin e kaluar paragitém modelin e ekuacionit gé éshté i lidhur ngushté me ekuacionin e
méposhtém me jolinaritet logaritmik. Ky lloj ekuacioni rrjedh nga shumé aplikime né shumé
degé té fizikeés si fizika bérthamore, optika dhe gjeofizika. [51,56,57].

U, —(AN?u+u—cloglul>+ |ufPu=0, (xt)eQx(0,T)
u(x,t) =0, (x,t)edQx(0,T) (3.13)
u(x,0) = u®(x) dhe u,(x,0) =ul(x), xeQ,

ku Q éshté njé segment i fundém [a,b], parametri ¢ forca e ndérveprimit jolinear dhe efektet
jolineare né mekanikén kuantike jané shumé té vogla. Problemi &shté& njé version relativ i
mekanikés kuantike logaritmike t& paragitur né [53, 54].

Trajtuam egzistencén e zgjidhjeve té dobéta pér problemin e vlerés fillestare té ekuacionit
logaritmik té valés:

Uy —Au+u+u, —uloglul®+ |ulfu=0 (x,t) eQx(0,T)
u(x,t) =0, (x,t) ed Qx(0,T) (3.14)

u(x,0) =u’(x) dnhe  u(x,0) =u'(x), xeQ,
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ku QcR" n=>1, ésht¢é njé bashkési e kufizuar me kufi té bute 0Q,
k > 1 éshté njé numériploté dhe A = (A)™, (in = 1 éshté njé parametér). Kétu u éshté
njé fushé komplekse skalare.

Modeli (3.14) éshté paraqitur pér studimin e dinamikave né fizikén teorike. Jo lineariteti
logaritmik éshté mé me interes né fiziké, pasi ai shfaget natyrisht né kozmologji dhe teoriné e
fushés simetrike, mekanikén kuantike dhe fizikén bérthamore. Kéto probleme shfagen né shumé
degé té fizikés sic éshté fizika bérthamore, optika dhe gjeofizika. Modeli paraqgitet gjithashtu né
teoriné e fushés kuantike.

Matematikanét Cazenave dhe Haraux provuan ekzistencén e njé zgjidhjeje pér ekuacionin e
méposhtém

Uy +A+u+u |ulPu=ulnlul , xeQ, t>0 (3.15)

pér studimin e dinamikés né fizikén teorike. Cazenave dhe Haraux vértetuan ekzistencén dhe
unicitetin e njé zgjidhjeje pér problemin Koshi pér ekuacionin e méposhtém né R™.

Uy +A=ulnlul® , (3.16)

Problemi yné éshté né rastin k-dimensional né H,™ dhe pérfshin njé tjetér term jolinear
u log |ul*; nuk ka kufizime mbi koeficientin e termit logaritmik jolinear u log |u|*.

Kryesisht vendosim ekzistencén globale té zgjidhjeve té dobéta té problemit (3.14). Sé pari
shkruajmé problemin né njé version té dobét. Sé dyti ndértojmé zgjidhjet e péraférta nga metoda
Galerkin. Né fund vertetojmé konvergjencén e vargut té zgjidhjeve té péraférta.

Pér té marré vlerésimet apriori té zgjidhjeve té péraférta, pérdorim mosbarazimin logaritmik
Sobolev dhe mosbarazimin logaritmik Gronwall.

3.2 Ekuacioni Camassa-Holm
3.2.1 Struktura matematikore e ekuacionit Camassa-Holm

Ekuacioni éshté formalisht i integrueshém me ané té teknikave té shpérndarjes dhe shpérndarjes
sé anasjellté. Problemi i shpérndarjes konsiston né llogaritjen e fushés sé largét té shpérndarjes
mbi njé pengesé forma e té cilés pércaktohet né njé faré ményre nga u (pér t fikse). Né praktiké,
kjo do té thoté té gjesh vlerat vetjake té njé operatori linear gé varen nga u(t,x). Fakt i
njohuréshté gé kur koha evolon, nése u(t,x)pérmbush (3.9), atéheré kéto vlera vetiake
pérmbushin ekuacionet diferenciale lineare triviale té cilat mund té zgjidhen né ményré eksplicite
dhe fusha e largét mund té pércaktohet pér cdo kohé. Problemi i shpéndarjes sé anasjellté
konsiston né rigjetjen e formés sé pengesés, qé éshté u(t, x), nga njohurité mbi fushén e largét té
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shpéndarjes. Ky éshté gjithashtu njé problem jo praktik por gjithsesi linear késhtu ¢dokush mund
ta mendojé metodén e shpérndarjes sé ansjellté si njé ményré e linearizimit té ekuacionit. Nése
ky pérafrim mund té ndiget (formalisht) atéheré sistemi éshté i integrueshém (formalisht) dhe
zgjidhjet e ekuacionit Camassa-Holm egzistojné dhe mund té llogariten. Pér njé klasé té madhe
té té dhénave fillestare, éshté vérteté e mundur, shih [37], [39]. Rezulton se shumé ekuacione
réndésishme kané té njéjtén strukturé

Uy +ku, +auu, +yuy, =0

dhe njé lloj special té zgjidhjeve, té ashtugquajturat solitone. Njé soliton i vetém éshté njé valé
udhétuese shpejtésia e té cilés éshté né pérpjesétim té drejté me lartésiné. Ajo gé i bén solitonet
kaq té vecanta éshté gé kur dikush kombinon disa prej tyre ato ndérveprojné miré dhe ruajné
formén e tyre pas bashkéveprimit, shih Figura 1 pér njéndérveprim té dy solitoneve né rastin e
ekuacionit KdV. Ekuacioni Camassa-Holm gjithashtu zotéron zgjidhje té tipit soliton, té cilat pér
shkak té formave té tyre, iu éshté dhéné emri kulmore.

Kujtojmé edhe njéherété riformuluar ekuacionin Camassa—Holm duke pérdorur njé grup té
ndryshém variablash dhe pérftuar njé sistem gjysmélinear té ekuacioneve diferenciale té
zakonshme si Bressan dhe Constantin ([31]). Problemi Koshi pér ekuacionin Camassa — Holm
([34], [35]). Ai éshté bi-Hamiltonian, pra ai zotéron dy Hamiltonian té dallueshém por té
pajtueshém. Ekuacioni Camassa-Holm (CH) :

(U—Uy)e T 3uu, =€ (2Uyp Uy FUUy ) , X€Q, t>0

ose Uy — Uy + 2ku, + 3Ulyy — ULy, =0, Ul =1u

Me k pozitive ai modelon, (shih [32], [37]), pérhapjen e valéve gravitacionale njékahéshe né ujé
té cekét, me u gé pérfagéson shpejtésiné e fushés. Ekuacioni Camassa-Holm ka njé strukturé bi-
Hamiltoniane dhe éshté plotésisht i integrueshém.

Né kété pjesé do té shqyrtojmé rastin k = 0 né drejtézén reale, qé éshté
Up — Uy T 3UU — 2U Uy — Ulyyy = 0
Né rastin e pérgjithshém, ekuacionin C-H e pérmendém
U + CoUy + VlUgper — @PUypy = (U2 + U2 + C3Uyy )y X€Q, t> 0 (3.17)

dhe pas késaj i referonemi ekuacionit (3.17) si ekuacioni Camassa — Holm.
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Ekuacioni mund te rishkruhet si sistemi i méposhtém

u; +uu, + P, =0, (3.18a)
2 1 2
P—-P, =u"+ o U (3.18b)
n
u(t,x) = Zpi (t)e r-a:®l (3.19)
i=1
Kur ¢ =% dhe ¢, = 8(132_—1) dhe c; =€, duke zévendésuar ¢y mek dhe a’?mee né

ekuacionin themelor, marrim ekuacionin e pérgjithshém té vales sé ujit té cekét si mé poshté:

(U —eUyy) +hu, Fauu, + YUy = (PUy Uy F ULy, ) , x€Q, t>0  (3.20)

Ekuacioni Camassa-Holm gjithashtu zotéron zgjidhje té tipit soliton, té cilat pér shkak té
formave té tyre , u éshté dhéné emri kulmore. Njé kulmore e vetme jepet nga

u(t, x) = cel—<tl (3.21)

Shpejtésia e lévizjes éshté e barabarté me lartésiné e kulmit. Duke marré njé kombinim linear té
kulmoreve marrim até gé quhet zgjidhja shumékulmore. Shumékulmoret kané trajtén e
méposhtéme.

u(t,x) = Y p; (H)e x4 ©) (3.22)

ku p; (t) dhe g; (t) jané zgjidhjet e sistemit té méposhtém té ekuacioneve diferenciale té
zakonshme.

(&) =Y_yp; e 11 OGO dhe p, () = T p; p; sgn(q; - q; Je 11 ©O-u O (323

Né kulme, derivati éshté jo i vazhdueshém dhe shumékulmoret mund té jené vetém zgjidhjet e
ekuacionit (3.17) . Sistemi i ekuacioneve éshté hamiltonian.

Pér H té dhéné nga H =§ L Di D) e~l1: (=4, O ' mund té rishkruhet si
oH oH
q; (t) =7~ dne  p;i () =7~ (3.24)

Zgjidhjet shumékulmore si¢ jepen nga (3.23) mund té shihen si version diskret i ekuacionit
Camassa-Holm , shih [35].
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3.2.2 Egzistenca e zgjidhjeve globale pér ekuacionin C-H

Ekuacioni origjinal (3.6) i cili korrespondon me formulimin Euler té problemit pérmban vetém
njé funksion té panjohur, fushén e shpejtésisé u. Pérshkrimi i Lagranzhit pérmban dy funksione
té panjohura: pozicionin dhe shpejtésiné e grimcave, y dhe U.

I- Egzistenca lokale e zgjidhjes

Egzistenca lokale dhe zgjidhjet jané studiuar duke pérdorur njé tekniké rregullimi. Eshté treguar
se, pér wuye H(R) me s >§, egziston njé zgjidhje e vetme u me

3
u(t,x) € € ((0,T),H(R)) n €' ((0,T),Hz(R)) ,kuT > 0 varet vetem nga [lug |l s r)-

Zgjidhjet duhen konsideruar né kuptimin e dobét ose né kuptimin e shpérndarjes. Ekuacioni C-H
mund té rishkruhet si mé poshté né sistemin e ekuacioneve :

u, +uu, +P =0 (3.25a)
P =Py =u?+31%, (3.25b)

Operatori 1 — @, éshté njé bijeksionnga S" né S, kuS pércakton klasén e shpérndarjes dhe
njé kusht té mjaftueshém pér ekuacionin pér tu mbajtur né kuptimin e shpérndarjes éshté pér
shembull gé

u(t,x) € LY(R, H'(R)) (3.26)

Hapi i paré i madh né kété drejtim u realizua nga Constantin dhe Escher. Ata provuan se, pér
uge H'(R) dhe uy —ug., € MT(R), ku M*(R) éshté hapésira e masave pozitive Radon,
ekuacioni C-H pranon njé zgjidhje té vetme globale né

u(t,x) € C! ((R,LZ(R)) N C(R, Hl(R)).

Ata shqyrtuan njé pérafrim té buté té té dhénés fillestare, e cila pér thjeshtési pércaktohet me wu,
duke pérmbushur kushtin uy —ug ., = 0 dhe zgjidhja koresponduese u e dhéné nga teoria e
egzistencés lokale. Formalisht, rrjedh direkt nga (3.20) gé

(u—uy)(tx)=0 (3.27)

pér t € (0,T) dhe x € R. Njé vértetim rigoroz i (3.27) jepet né [40]. Fakti gé shenja e u — u,,
ruhet ¢con né njé vlerésim apriori pér variacionin e plote té u,, si llogaritja e thjeshté treguar mé
poshté. Kemi

e I ry < 20|l LY(R) (3.28)
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sepse lx llrcry = Jp Itax | dx < [ Tu—wp| dx + [ Jul dx =2 [, |ul dx
Shohimse [, |ul dx = [, udx= [, uy dxdhe [, u dx éshté njé sasi e ruajtur.

Sipasojé, [[uy llm@r) < 2lluoll 11 ry- Ky kusht nénkupton gé u, mbetet e kufizuar dhe situata e

goditjes, nuk mund té ndodhé. Nuk ka thyerje té valés dhe zgjidhja egziston globalisht né kohé.
Pér mé tepér, ai jep njé kontroll t&¢ mjaftueshém mbi zgjidhjet e péraférta pér té provuar
népérmjet kompaktésisé ekzistencén e zgjidhjeve né C(R, H'(R).

I1- Egzistenca e zgjidhjes duke pérdorur pérfarimet viskoze té ekuacionit

Le t& pércaktojé E(t) = [|lu(t, x)|l y1r) energjiné e sistemit. Né rastin e kohés t& kthyeshme

ilustruar né Figurén 4, pér ¢do t té ndryshme nga koha e pérplasjes (t # 0), E(t) mbetet e
barabarté me té njéjtén konstante pozitive, themi gé E(t) = 1, ndérsa né kohén e pérplasjes,
kemi E(0) = 0.

Duke pérdorur pérfarimin viskoz té ekuacionit, dy matematikanét Xin dhe Zhang pérftuan
egzistencén e njé zgjidhjeje u(t,x) € C(((0,) x RY) n L*((0,%), H'(R)) pér ekuacionin
Camassa Holm pér ¢do té dnéné fillestare né uy € H'(R).

Né vecanti zgjidhja e tyre pérmbush

E(®) = lu(t )l yigry < E(E) = ||u(t',')||H1(R) (3.29)

pér té gjitha t < t dhe vlerésimi i njéanshém i méposhtém né wu, géndron

u, (t,x) < %+ C, t>0, xeR (3.30)

Pér shkakt té (3.29), i quajmé kéto zgjidhje disipative: energjia vetém mund té shuhet (procesi i
shuarjes sé valés). Provohet se zgjidhjet jané té vetme.

Pérafrimi i adoptuar né [35] nga Bressan dhe Fonte éshté i ndryshém né thelb. Ata filluan me
shqyrtimin e sistemit té shumékulmoreve dhe pérshkruan dinamikén e sistemit, né vecanti sesi
shumékulmoret evolonin népérmjet pérplasjeve. Né Kkété fazé, ata zgjodhén zgjidhjen
konservatore. Mé pas, ata paragitén njé distancé funksionale e frymézuar nga teoria optimale e
transportit, e cila pérmbush

= (u(®),v(®) < kJ@®),v(®) (331)
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pér cdo zgjidhje shumékulmore konservative u(t) dhe v(t). Zgjidhjet e pérgjithshme pér
ekaucionin Camassa-Holm jané ndértuar pérfundimisht nga shumékulmoret me njé argument
densiteti.

Riformulojmé ekuacionin duke pérdorur njé bashkési té re té variablave.Variablat(y; U; H) gé
pérdorim kané njé interpretim natyral nga kéndvéshtrimi Lagranzhian. Né [34], Bressan dhe
Constantin paragitén njé bashkeési té re té variablave,

w = u(t; y); v =2arctanu,(t,x); q = (1 + u®,)ye (3.32)

ku y(t; &) pércakton Kkarakteristikat d.m.th, yt(t; &) = u(t; y(t; £€)). Ata rishkruan
ekuacionin C-H né termat e kétyre variablave té rinj dhe sistemi i ekaucioneve qé pérftuan
rezultoi té jeté njé sistem i miréparaqitur i ekuacioneve diferenciale té zakonshme né hapésirén
Banach. Ekuacionet diferenciale té& zakonshme jané né funksion me kohén dhe me té vérteté ky
ndryshim i variablit merr zgjidhjen e kohés sé kthyeshme né problemin antisimetrik kulmor-
antikulmor.

I11- Skema numerike pér ekuacionet Camassa-Holm
Ekuacioni Camassa-Holm
Up — Uy T 2KU, + 3UU, — 27Uy Uyy — Ulyy, =0

zotéron shumé veti intriguese: si pér shembull, plotésisht i integrueshém dhe pérjeton thyerjen e
valés né kohé té limituar pér njé klase té madhe té té dhénave fillestare.

Né kété paragraf do té shqyrtojmé rastin k. = 0 né drejtézén reale, e cila éshté
U — Uy T 3UUy — 2Uyp Uy — Ulyyy, =0

Rezultatet lokale dhe globale si dhe rezultatet e thyerjes jané vértetuar né [38, 40]. Dihet se disa
dhéna fillestare japin zgjidhje globale, ndérsa klasa té tjera té té dhénave fillestare provojné
thyerjen e valés né kuptimin gé ux béhet i pakufizuar ndérsa veté zgjidhja mbetet e kufizuar. Né
ményré mé té sakté, teorema themelore e egzistencés, sipas Constantin, Escher,
dhe Molinet [37, 39], éshté si mé poshté:

Teoremé: Nése upe H'(R) dhe my = ug — u"o jané masat pozitive Radon, atéheré ekuacioni
(3-2) ka njé zgjidhje té vetme globale té dobét u € C((0,T), H'(R)), pér ¢do T pozitive, me t&
dhéna fillestare .

Ekuacioni Camassa-Holm (3.7) paraget té ashtuquajturat zgjidhjet shumékulmore d.m.th.,
zgjidhjet e trajtés

u(t,x) = X p; (e -1 Ol
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ku p; (t) dhe g; (t) jané zgjidhjet e sistemit t& méposhtém té ekuacioneve diferenciale té
zakonshme.

n
qi (t) = z p] (t)e_lqi t)—q; (t)l
j=1

dhe pi () =Xj—1pip; sgn(qi — q; )e_|qi ()=q; ()]

Duke marré parasysh si¢ kemi shpjeguar, pér H t& dhéné nga H = %Z}Ll P D e~lai@-q; O g
mund té shkruhet si g; (t) = % dhe p;(t) = ;TH

Ne merremi me pérdorimin e shumékulmoreve pér zgjidhjet e pérafrimit té ekuacionit Camassa-
Holm. Kjo krijon njé skemé numerike pér té cilén ne provuam konvergjencén. Camassa, Holm,

dhe Hyman pérdorén njé metodé pseudospektrale pér té zgjidhur (3.7) numerikisht por ata nuk
studiuan konvergjencen e metodés.

Eshté treguar né [33] se si njé skemé e vecanté diferenciale e fundme konvergjon né zgjidhjen
globale unike né rastin me té dhéna fillestare periodike. Ideja e pérdorimit t& shumékulmoreve
éshté pérdorur gjithashtu dhe nga Camassa, Huang, dhe Lee né [33, 35, 36]. Né [33], Camassa
riformuloi ekuacionin né termat e karakteristikave. Karakteristikat q(&; t) pérafrohen si
zgjidhje té ekuacionit

q: (§; t) =m(q(§; 1), 0)
me kushtin fillestar g(¢; t) = €.

Le té konsiderojmé momenmtin m = u — u,,, té sistemit dhe fusim variablin p gé lidhet
direkt me momentin si:

p(&; t) = m(q(&; t),j—j@; £),

Camassa tregon se ekuacioni (3.7) reduktohet né sistemin e méposhtém té ekuacioneve
diferenciale me derivate té pjeséshme

1 +o0
0@ =5 ew-la 0 -aGs OD pGs Dl

1 o0
p: (& t) = Ep(s‘; t) j_ sgn(§ — wexp(—=lq(&; t) —q(w; ) p(w; t)du

Né [35, 37], Camassa, Huang, diskretizuan sistemin e mésipérm duke marré parasysh njé numér
té fundém n té grimcave, pozicionet dhe momentet e té cilave jané dhéné nga q; (t) =
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q&; t) dhe p,(t)=p(&;t) pér disa & té shpérndara, duke pérafruar integralet né
sistemin mé lart népérmjet shumave té tyre

Camassa dhe Huang treguan fillimisht se shumékulmoret jané me té vérteté zgjidhje
shpérndarése. Me té dhénat e pérgjithshme fillestare pér ekuacionin C-H ne ndértojmé njé varg té
multikulmoreve dhe vértetojmé gé ai konvergjon né zgjidhjen egzakte té ekuacionit kur numri i
kulmoreve rritet néményré té pérshtatshme. Vértetimet shtrihen edhe né rastin periodik. Ne nuk
japim vértetim tani, por konsiderojmé gé vértetimet e dy matematikanéve té lartpérmendur jané
konstruktive né kuptimin gé ne sigurojmé njé metodé eksplicite pér té ndértuar pérafrimin
shumékulmor. Kjo jep njé argument konstruktiv té egzistencés sé zgjidhjeve pér ekuacionin
Camassa-Holm dhe tregon qé shumékulmoret pérfshijné bashkésiné e zgjidhjeve té paktén né
rastin ku e dhéna fillestare pérmbush kushtin e pérmendur mé sipér.

3.2.3 Teorema themelore e egzistencés sé zgjidhjes pér ekuacionin C-H

Para se té japim njé paragitje precize té rezultateve kryesore, do té paragesim pérkufizimin e
zgjidhjes sé dobét pér problemin Koshi .

Pérkufizim 1. Njé funksion i vazhdueshém u = u(t, x) éshté njé zgjidhje globale e dobét pér
problemin Koshi (1.2) nése:

u=u(t,x) € C((0,0) x M) NL*(R, H™(2)) dhe ||ullgm@) < llugllgm@y Vt>0
u(t, x) pérmbush ekuacionin C-H né kuptimin e shpérndarjeve.
Shénim: Q c R™, n > 1, éshté njé bashkési e kufizuar me kufi té buté 9 .

Teorema 2. Supozojmé se uge H™ () . Atéheré problemi Koshi ka njé zgjidhje té dobét té
pranueshme u = u(t,x) né kuptimin e pérkufizimit té mésipérm.

Pér mé tepér, zgjidhja e dobét u(t, x) pér problemin Koshi pérfshin vetité e méposhtéme:

1) Egziston njé konstante pozitive C gé varet vetém nga [|ugl| ym oy e tillé gé
o,u(t,x) < % + C pértégjithat >0

2) P(t,x) € L*(R*,H™(R2)) dhe d,u(t,x) € LP(R*,H™(2)) pér¢do p < 3 (d.m.th. pér ¢do
0 <T, M < +oo, atéheré egziston njé konstante pozitive C; = C;(T, M, p) e tillé qé

T
f f |0, u(t,x)|? dxdt < C; pér té gjithap < 3
0 |x|<3
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3) Supozojmé se u(t, x) éshté njé shenjé, atéheré u = u(t, x) i afrohet pikés zero kur t — oo,
d.m.th. lim,_|u(t,x)| = 0 , pér té gjitha xe Q (Q € R™, n > 1).

Disa Lema dhe vértetimi i Teoremés 2

Duke supozuar ¢ = 1 né ekuacionin C-H, ndértojme vargun e zgjidhjeve té pérafrimit u, =
u, (t, x) si zgjidhje té problemit Koshi , d.m.th

atug + U axue - yaxus + axpe = .uaxzue
Po=2 e (22 + 2R (0w, + (k+ ) ) (£y)dy (3:33),
11.(0,) = 1y (£, %)

Egzistenca, uniciteti dhe vlerésimi i energjisé bazike né vargun e zgjidhjeve té pérafrimit jepen
né Lemén e méposhtéme:

Lema 3: Le té jeté £ > 0 dhe u,, € H*(0) pér disa k > 2. Atéheré egziston njé zgjidhje e
vetme u, = u,(t,x) € C((0,%), H*(2)) pér problemin Koshi (3.33). Pér mé tepér, u,
pérmbush

luell gm0y < ”ugoll () vt >0

Lema 4: Le té jeté wuy, € H™(2) dhe u.(t,x) zgjidhja pér problemin Koshi (3.33). Atéheré
egziston njé konstante pozitive C gé varet vetém nga ||ugll ym q), € tillé gé

d:u, (t, x) s%+c pérté gjithat >0 ,x €R

Lema 5,: Le té jeté m = % me numra té ploté pozitiv [,k dhe [ > k. Supozojmé se a,b, T

jané konstante té fundme té dhéna arbitrarisht me a < b dheT > 0. Atéheré egziston njé
konstante pozitive C = C(a, b, T, m, |[ull ym (o)) € pavarurnga e, e tillé qé

T

b
jj Iatug(tlx)lz"-m dxdt < C
0 a

Fillojmé me kompaktésiné e dobét né L°°(R+,Hm (.(2)). Tani jemi gati t& marrim kompaktésiné

e nevojshme té zgjidhjes viskoze té pérafért u, (t, x).

Lema 6 : Egziston njé nénvarg {ugj (t,x), P, (t, x)} i vargut {u. (t,x), P.(t,x)} dhe disa
funskione {u(t,x), P(t,x)}, ue€ L*(R",H™(Q)) dhe P € L*(RT,H™(Q)), t& tilla qé
U, > u kurj > owdhe P, —> P ne L1(R*,H™(2)) kurj — oo pérté gjitha 1 < q < 4.
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Mé pas, paragesim rezultatet mé té forta, d.m.th. ,u,(t,x) - d,u(t,x) né L*(R*,H™(2))
ndérsa € — 0%, e cila garanton se u(t, x) éshté njé zgjdhje e dobét e déshiruar.

Lema 7 : Le té jeté u, ,(4) masa Young e shogéruar me { q.(t,x)} = { d,u.(t, x)}.

Atéheré pér cdo funksion té vazhdueshém f = f(1) me f(A) =0(|A]") dhe d,f(A) =
O(|A""1) kur |A] — oo dhe r < 2 dhe pér ¢do y € L.°(R2) me Si+£ =1 kemi

lim, o fn (@6 dx = f F@wdx
n

né ményré uniforme né secilin néngrup kompakt 2, ku f(q) = fn f(D)dn, . (4)
Lema8: Le téjeté u,,(4) masa Young edhe né Lemén 7. Atéheré

U (4) = Sg(e0A) pér gati té gjitha (t,x) € Ry X N

Vértetimi i Teoremés
Me gjithé pérgatitjen e dhéné , jemi gati pér té vértetuar rezultatet kryesore d.m.th Teoremén 2.

Le té jeté (w, P)(t,x) limiti i zgjidhjeve té pérafrimit viskoz (u, B.)(t,x) kur € - 0T. Kjo
rrjedh nga Lema 3, 4 dhe 6 g¢ u € C([0,0) X R) N L*(R*,H™(R), P € L*(RT,W'*(Q) .
Duke marré € - 0% né (3.33), mund té shohim Lemén 6 gé (u, P)(t, x) do té jeté njé zgjidhje e
dobét e pranueshme me kusht gé

e = (’)qu - q= axu ne L%oc (R+ x 'Q) (334)

kur € - 0F. Megjithaté ai éshté tani njé rrjedhim i thjeshté i Lemés 8 dhe Lemés 7. Né fakt nga
lema 8 rrjedh gé egziston njé nénvarg i {u.(t, x)}, ende i vetépércaktuar, i tillé gé

g =0du, >q=0du né I (R+,L’l’jc (Q)) Vp, < o0, Py < 2 (3.35)

loc
Kjo sé bashku me Lemén 5 nénkupton qé
qe = 0u. > q=0u ne L) (Ryx0)Vp<3
nga njé interpolim i thjeshté, rrjedh gé
o,u € I (R, xXN)Vp<3

loc

prandaj vlerésimi mé i larté i integrueshmérisé hapésinore né kohé lokale, géndron.
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Hapi i fundit i vértetimit, éshté té shqyrtojmé sjelljen asimptotike té zgjidhjes u(t,x). Nga
supozimi yné gé u(t,x) éshté njé nga shenjat, do t&€ marrim parasysh vetém zgjidhjen jo
negative. Rasti tjetér éshté i ngjashém. Le té jeté u(t,x) = 0 njé zgjidhje e dobét e pranueshme
pér ekuacionin C-H me e = 1. Atéheré pér ¢do t € R,, integrojmé ekuacionin C-H mbi
[0, t] X (—o0, x] pér té marré

ffwu(t, y)dy + %fot u?(s,x)ds —y fotu(s, x)ds + fot P(s,x)ds = ffm uy(y)dy (3.36)

Kemi: [[u(t,)ll g + % luC, 202,y = YIIuG Ol + 1PC O,y < lluollrgy  (3:37)
Nga ana tjetér, nga vlerésimi standard mbi konvolucionin marrim
10, P(t)l2 < CollugllZ , e cilatregon se
d,u € L*(Ry,L1*(Q)

Pra, egziston njé nénbashkési N € R me masé (N) = 0 etillé gé d,u € L”(R,) pér té gjitha
X €E R\ N. Rrjedh gqé

lim; . |u(t,x)| =0 pér x ER\N (3.38)
Pér cdo x € N, egziston njé varg {x;} € R\ N, i tillé gé x; - x kur j — +o0. Megénése
lu(t, )| < |ult, x| + |ult,x) —ult, x| < |ult, x|+ Colx — x|
Arrijmé né pérfundimin se
lim, . |u(t,x)| =0 pér x €N (3.39)

Atéheré problemi Koshi ka njé zgjidhje té dobét té pranueshme u = u(t,x) né kuptimin e
pérkufizimit 1 té dhéné qé né fillim. Kjo pérfundon vértetimin e Teoremés.

3.3 Aplikimi i problemit té vlerés fillestare né ekuacionin logaritmik té valés

Me |[|.||, pércaktojmé normén LP(Q) , dhe me |[|V.|| normén Dirichlet né H,™. Né veganti
pércaktojmé |.|| =1|-|l.. Gjithashtu pérdorim C pér té pércaktuar njé konstante universale
pozitive qé mund té keté vlera té ndryshme né vende té ndryshme. Pércaktojmé me (-, -)
prodhimin skalar né L2 () dhe me (-,-) dualitetin midis H,' dhe H,™ .

Pérkufizim. Njé funksion u né [0,T] quhet njé zgjidhje e dobét u(x, t) e problemit C-H né
Qx[0,T),néseu € C([0,T], H™ () ), u € C([0,T],L3(Q)), uy =u’(x) dhe u'(0) =
ul(x) dhe u pérmbush,
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(u'®),0)+ (Vu,ve) + (u, @)+ (u,0) — (ulog lul®,®) + (Jul*u,®) =0 (3.40)

Lema 1: (Shih [59]) Supozojmése v € Hy,™ (Q), dhe Q éshté njé zoné e kufizuar né R"
(Q c R™). Atéheré, pércdoa > 0, kavend relacioni

3 4a a
[ 1o 1ogtvldx < (Ftog =) v +5 19w 1 + 1w loglvll, (3.41)
Q

Lema 2: (Shih [60]) Supozojmé se w(t) éshté jonegative, w(t) € L* (0, T), w (0) > 0 dhe

w(it)<w(0)+ a f w (s) log [a +w (s)]ds te (0,T), (3.42)
Q

kua > 1 éshté njé konstante pozitive. Atéheré kemi
w®) < (a +w (0)"  te(0,T), (3.43)

Lema 3: (shih [53, 55]) ( mosbarazimi logaritmik Sobolev ) Le té jeté u cdo funksion né
H,"(Q), dhea > 0 1téjeté cdo numér. Atéheré

a
|ul? In— dx+n(1+lo a)|lull? < —f| | dx
f || i 9a) )b

Teorema kryesore dhe vértetimi

Do té trajtojmé teoremén kryesore té egzistencés sé zgjidhjes globale té dobét. Duke pérdorur
kéto Lema dhe mosbarazimin logaritmik Sobolev me kombinimin e metodés Galerkin pér té
ndértuar zgjidhjet e péraférta (shih [84]), ne mund té vértetojmé teoremén kryesore. Do té
realizojmé vértetimin e Teoremés duke dhéné zgjidhjen u, ku u éshté njé zgjidhje e dobét e
problemit C-H né [0, T), ku T éshté koha maksimale e egzistencés sé kohés sé zgjidhjes sé dobét.
Veértetimi bazohet né metodén Galerkin. Pérdorim mosbarazimin logaritmik Sobolev dhe
mosbarazimin logaritmik Gronwall.

Teorema 1. Supozojmé se u’(x) € H,™ (Q), dhe ul(x) € L2 (Q). Atéheré, problemi pranon
zgjidhjen globale té dobét té pércaktuar né [0,T ] pér¢do T > 0.

Vértetim: Le té jeté {w; }le funksioni vetiak i operatorit A = (A)™ me kushtin kufitar zero
Dirichlet dhe D (4) = Hy™(Q) N Hy'(€). Dihet gé {w]-};O=1 formon njé bazé ortonormale pér
L2(Q) dhe pér H,' (Q). Le té jeté P, projeksioni ortogonal i L? (©) mbi V}, = shtrirja lineare e
fwieowel k> 1. Letéjeté uy = Z}‘zlgkj (t) w; njé zgjidhje e pérafért pér (1.2) ne V.
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Atéheré u,, (t) verifikon sistemin e méposhtém té ODE-se.
(w3 ©, W)+ (V@Y w) + (we, wy )+ (W' ), w)
— (ug log lug 1%, wi) + (lug Puy ,wy) =0 (3.44)
w (0) =P u’(x), u' (0) =P.u'(x) (3.45)
pér j = 1,...,k. Mé specifikisht,
u (0) =S u, (O wy . u' (0) =3k u'y (0w

ku, w, (0) = (°, w) , uy, (=@ w), j=1..k

Sic duket, u, (0) - u® fugimisht né H,™ (), u’, (0) - u' fugimisht né L? (Q) kur k — oo.
Duke pérdorur teoremén Koshi-Peano, dimé gé sistemi (3.44)-(3.46) pranon njé zgjidhje Ik, ®
€ C2[0,T, ] pércdo k > 1dhedisa T, >0.

Késhtu mund té marrim njé zgjidhje té pérafért w, (t) té problemit mbi[0,T} ]. Tani do té
pérpigemi té marrim vlerésimin apriori pér zgjidhjet e péraferta wu, (t)té problemit. Duke
shumézuar (3.44) me g 'k, (t) dhe duke i pérmbledhur né lidhje me j nga 1 né k, kemi

J

d|1

’ 1 ’
Sl 10 I + e @13 = [ f OF toghae @] dx + 7 e O | + s @
Q

=0 (3.46)

Duke integruar (3.46) mbi (0,t), 0 < t < T}, marrim
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1, ., 2 1 1
5 0k O, +5 1V O + llui O11F - f lui (D17 Toglu ()] dax + 7 llw (D114
Q

+ | o <s)||§ ds

o\m

1 , 2 1
= 5 [l O, +5 1V O3 + llue (O3 ~ f [ui (0)17 loglu (0)] dx
Q
t

1 :
3l O + [ o'y I} ds
0
< C,

- f g (0)17 logluy (0] dx (3.47)
Q

ku Cp = C (I[u’llym @), llu'll 2 qy) éshté njé konstante pozitive.
Pér té trajtuar termin e fundit né (3.47), ne pérdorim mosbarazimin elementar
[t?logt| < C(1+t3) pér té gjitha t > 0 (3.48)

ku C éshté konstante pozitive. Nga (3.48) kemi si mé poshté

- f [ (0)12 loglu, (0)] dx < C Q|+ C f g (O dx < € (1 + g (O)3m )
Q Q

< C(+HIEm ) (349)

Nga (3.47) dhe (3.49) kemi
t
Lo 2 1 2 2, 1 4 ' 2
5 ' @Il +5 1V @1F + e OF + 7l O + [ Ju's G, ds
0

<cC f g ()1 logluy ()] dax (3.50)
Q

Duke pérdorur Lemén 1 dhe mosbarazimin Gross-Sobolev kemi
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3 4a a
[ e @ ogluy @1 dx < (51087 ) e @13 + 5 17 I3
Q

Hlwe (O113 log llw @Ol (3.51)

Nga (3.50) dhe (3.51), kemi

1 , 2 1 a 3 4a 1
2 o @I + (53 ) 190 O + (1= 108~ ) e (113 + 5 e 11
t
r 2
#[ @I d s < ¢+l O 1o Ty O, (3.52)

0

Né (3.52) marrim a = % dhe kemi

' 2
[u's O, + 1V ON3 + llwe OF + llwe O

< C(1 + e 113 log llw (OII2) (3.53)

Vérejmé se wy, (t) = uy, (0) + j u’y, (s)d s, dhe kemi
0

t

r 2
e (ON3 < 2(llw (0115 + ZTJ [u's G|, ds
0

t
1+4+C , 2
< 2wy I +max(1, 27} —— f lu's ®I ds (3.54)
0
Nga (3.53) dhe (3.54) kemi

t
lue O <A+ B flluk ()13 log llw ($)llzd s (3.55)
0

ku A = |lug (0)|I3 + max{1,2T} dhe B = max{1,2T}(1 + C). Duke marré B > 1 dhe
pérdorur mosbarazimin Gronwall né Lemén 2 marrim

t
lu OIF <A+ B flluk ()15 log lluy (Hllzd s
0
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lw, O3 < (A +B)e™ <¢p (3.56)

Nga (3.53) dhe (3.56) marrim

: 2
[Ju’ (t)||2 + IV D15 + llwe ONIF + llwye ONIF < Cr (3.57)

Shénojmé gé w,, éshté e kufizuar né ményré uniforme né L*(0,T, H,™ (Q)), u’, éshté e
kufizuar né ményré uniforme né L” (0, T,L? (Q)), u "}, éshté e kufizuar né ményré uniforme né
L*(0,T,Hy,”™ (€)). Nga kéto referime dhe duke pérdorur (3.57), egizston njé nénvarg {uy }, i
tillé gé kushtet e méposhtéme:

u, »>u né L*(0,T,Hy™ (Q))
u'y »u’ né L*(0,T,L* (Q)) (3.58)
u’y->u’ né L°(0,T,Hy ™ (Q))

Bazuar né sa mé sipér kemi

u, »u  néL?(0,T,12(Q) (3.59)
Qé do té thoté:
U, > U né (0,7) x Q)
u log |ug |12 > ulog [ul> né (0,T) X Q) (3.60)
lug |2 up = Jul?u né (0,T) X Q)

Le té pérdorim pérséri (3.48) pér té vlerésuar termin logaritmik

Jluk loguy 2|? dx = 4f lug 1?2 (loguy, 2)dx < C|Q| + Cfluk |? dx
Q Q Q

< c10l (lhy liym +1)<C (3.61)
Kjo nénkupton qé uy, log |uy |, éshté e kufizuar né ményré uniforme né 12 (0,T,L? (Q)).

Késhtu, egziston ¢do funksion né L2 (0,T,12 (Q)), i tillé gé¢ |u, |? u, konvergjon né t&. Ky
gshté ulog |u|?. Késhtu,
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u log |ug |> > ulog |lul? né L2(0,T,L? (Q)) (3.62)

Nga mosbarazimi Sobolev

[ e P ax = [ el < Cllu @)lfn < (3.63)
Q Q

Sic kemi spjeguar mé sipér egziston njé |u|?u nén L2 (0, T, L? (Q)) i tillé qé
lug 1> up = Jul>u né L2(0,T,1% (Q)) (3.64)

Duke pérdorur (3.61) , (3.62) , (3.63) né (3.64) dhe duke shkuar né limit né (3.64) dhe megénése
{we 3, éshté e dendur né Hy™ (Q) marrim

(u”",w)+ (V) + (u, wy )+ (', v) — (uloglul?,v) + (ul*u,v)
=0 veH,"(Q) (3.65)

Kjo gartésisht do té thoté ¢ u pérmbush ekuacionin C-H né kuptimin e dobét .

Nga (3.58) kemi u,(0) > u(0) né L?(Q). Duke pérdorur ekuacionin (3.59) dhe duke
zgjedhur u,(0) » u® né Hy,™(Q), kemi:

u(0) = u° (3.66)

Nga (359), (u "y, w;)—(u, wj) né L*(0,T). Kjo nénkupton gqé (u 4(0), w; ) -
(u’(0), w; ). Shénojmé gé u ', (0) > ul néL*, atéheré

u' (0)=u? (3.67)

Nga (3.61) dhe (3.62), kushti fillestar éshté pérmbushur. Teorema (1) éshté pérfunduar.
Egzistenca globale e zgjidhjeve pér problemin C-H u vértetua pérfundimisht.

3.4 Energjia e valés ujore né koordinatat Lagranzhiane

Riformulojmé ekuacionin C-H duke pérdorur njé grup té ndryshém variablash dhe pérftojmé njé
sistem gjysmélinear té ekuacioneve diferenciale té zakonshme si Bressan dhe Constantin [1].

Megjithaté, variablat e dallueshme thjesht korrespondojné me transformimin midis koordinatave
Eulerian dhe Lagranzhian.

Le té pércaktojé u = u(t,x) zgjidhjen dhe y(t, &) Kkarakteristikat koresponduese, pra
v:(t,&) = u(t,y(t,&)). Variablat tané té rinj jané y(t, ),
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Ut &) = ult,y(t, ), HE) = [P w2 +u2) dx

(3.68)

ku U korespondon me shpejtésiné Lagranzhian ndérsa H mund té interpretohej si shpérndarja
Langrazhiane e energjisé kumulative. Karakteristikat q(&; t) jané pércaktuar si zgjidhjet e

ekuacionit

q: (& t) =m(q(&; ), 0)

me kushtin fillestar q(¢; t) = &. Le té konsiderojmé momentin m = u — u,, té sistemit dhe

paragesim variablin p té lidhur direkt me momentin, si

p(&; t) =m(q(& t),Z—Z(E; £),

Camassa paraget sistemin e méposhtém té ekuacioneve diferenciale me derivate té pjesshme

1
0@ =3 [ ew(-la 0 - a6 D) pGs Oda

1
0@ 0 =5 [ sgn(s - wexp(-lat © - alus OD plus Dd
R

Pér mé tepér, le té jeté
1
P& 0 =3[ ew-la 0 -aGs 0D Wy, +Hodw
R
1
QG 0 =3 | sgn( = wexp(-1a © = aGus O Uy + He)d
R

Atéheré, mund té paragesim sistemin e méposhtém

H, =U3-2PU

qé éshté ekuivalent me ekuacionin Camassa-Holm.

(3.69)

Egzistenca globale e zgjidhjeve té (3.69) éshté marré duke filluar nga njé argument i tkurrjes. Sic
vihet re né [1], edhe nése H!(R) éshté njé hapésiré natyrale pér ekuacionin, nuk ka shpresé pér
t& marré njé grup té zgjidhjeve vetém duke konsideruar H!(R). Pra, paragesim hapésirén e

méposhtéme D, e cila karakterizon zgjidhjet né koordinatat Euleriane.
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Pérkufizim 1. Bashkésia D pérbéhet nga té gjitha ciftet (u, ) té tilla q&¢ w i pérket H(R)
dhe p éshté njé masé e fundme pozitive Radon, pjesa absolute e vazhdueshme e té cilés, kénaq
M, = (u* +u?)dx.

Pér njé & té dhéné, mund té shihet gjithashtu si njé pozicion i njé grimce gé evolon né fushén e
shpejtésisé u, ku u éshté zgjidhja e ekuacionit Camassa-Holm. Mé pas punojmé né koodinatat
Lagranzhian.

Ciftet (u, ) té tillé & (u, ) e D nése u e H'(R) dhe i éshté njé masé pozitive Radon pjesa
absolute e vazhdueshme e té cilés, pérmbush p__ = (u? + u? ) dx. Me tre variabla Lagranzhian
(y, U, H) pérballé dy variablave Eulerian (u, ), pércaktojmé njé grup té transformimeve i cili
vepron mbi variablat Lagranzhian dhe 1€ invariant sistemin e ekuacioneve (3.69). Duke pérdorur
kété grup, jemi né gjendje té krijojmé njé bijeksion midis hapésirés sé variablave Eulerian dhe
hapésirés sé variablave Lagranzhian kur identifikojmé variablat gqé jané invariant. Ky bijeksion
na lejon té trasferojmé rezultatet e marra né strukturén Langrazhian brenda strukturés Eulerian.

Né vecanti, dhe kjo zévendéson rezultatin kryesor té késaj pjese, marrim njé metriké d, metrike
né D dhe njé gjysém grup té vazhdueshém té zgjidhjeve né (D,dp). Distanca e dp jep
strukturen D té njé hapésire té ploté metrike. Kjo metriké krahasohet me disa topologji me
standarte dhe ne marrim gé konvergjenca né H'(R) pérfshin konvergjencén né (D,dp) e cila né
vetévete nénkupton konvergjencén né L*(R). Rezultati yné kryesor thoté se pér té dhénat
fillestare té dhéna né D egziston njé zgjidhje e dobét unike e ekuacionit Camassa-Holm. Masa e
ndérlidhur p(t) ka njé masé totale konstante, d.m.th, u(t)(R) = H(0)(R) pér té gjitha t, e cila
korespondon me energjiné totale té sistemit. Kjo éshté arsyeja pse zgjidhjet tona jané quajtur
konservative.

Metoda e pérshkruar mund té studiohet né detaje pér shumékulmoret, shih [65]. Duke modifikuar
né ményré té pérshtatshme teknikat e pérshkruara né kété punim, rezultatet mund té shtrihen pér
té treguar ekzistencén globale té zgjidhjeve konservative pér ekuacionin e pérgjithésuar.

Uy +f(u)x +Px =U
{ (3.70)

P— Py =gW) +5f (Wl

ku f,geL”(R). Vérejmé se nése g(u) = ku +u? dhe f(u) = ku + 5 atéheré (3.70) éshté
ekuacioni klasik Camassa-Holm (1.1). Shih [70] pér njé vértetim té fundém té egzistencés sé

zgjidhjeve shpérndarése té (3.70). Pér mé tepér, metoda e prezantuar né kété punim mund té
pérdoret pér té nxjerré metodat numerike qé konvergjojné né zgjidhje konservative.
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- Zgjidhjet Globale né koordinatat Lagranzhiane
Duke supozuar se u éshté e buté, nuk éshté e véshtiré té kontrollohet gé
w? +u?), + w@?® +u?)), = W —2Pu), (3.71)
Le té paragesim karakteristikat y(t; &) té pércaktuara si zgjidhje té

u(t; §) = u(t,y(t9)) 3.72)

pér njé¢ y(0; &) té dhéné. Ekuacioni (3.71) na jep informacion rreth evolucionit té sasisé sé

energjisé gé pérfshihet midis dy karakteristikave. Jepen &; ,& né R, le té jeté H(t) =

y($2)

G £) (u? + u?) dx energjia e pérfshiré midis dy vijave karakteristike y(t, &) dhe y(t, &,).

Mé pas duke pérdorur (2.1) dhe (2.2), marrim
d °
== (- 2Pu)Y)| (3.73)

Zgjidhjet e Camassa-Holm dalin né pah kur karakteristikat gé dalin nga pika té ndryshme bien
ndesh. Eshté e réndésishme té vérehet se ne nuk marrim pérplasje pasi Camassa-Holm ruan
normén H! dhe prandaj zgjidhjet mbeten té vazhdueshme. Megjithaté, nuk éshté e garté se si té
vazhdohet zgjidhja pas kohés sé pérplasjes. Rezulton se, kur dy karakteristika bien ndesh,
energjia gé pérmbajne kéto dy karakteristika ka njé kufi qgé& mund té llogaritet nga (3.73). Si¢ do
ta shohim, njohja e késaj energjie na mundéson té zgjasim karakteristikat dhe né kété ményré
zgjidhjen, pas perplasjeve.

Derivojmé njé sistem ekuivalent me ekuacionet mé lart. Té gjitha derivimet né kété paragraf jané
formale. Le té jeté y qé pércakton karakteristikat. Paragesim dy variabla té tjeré, shpejtésia
Lagranzhiane dhe shpérndarja e energjisé kumulative, U dhe H, té pércaktuara si U(t,§) =

u(t,y(t &)) dhe
3]
H(t) = f (u? + u?) dx (3.74)

Nga pérkufizimi i karakteristikave, rrjedh qé

Ue(t; &) = ue (£, y) + v (6, Huy (6, y) = =By (¢, ) (3.75)

Ky term i fundit mund té shprehet né ményré unike né terma té U, y, dhe H. Marrim shprehjen e
méposhtéme eksplicite pér ,

P& t) = %fR i (uz(t, z) + %u,%(t, z)> dz (3.76)
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Pra kemi

Py(t, &) = — % f sgn(y(t, &) — z)e V&2l (uz(t, z) + %u,%(t, z)) dz

R
Meqénése Hy = (u® + ui)°yys
Poy(t,§) = =1 fp sgny(©) — y() exp(—1y(©) = y@)) (U2y; + He)udp (3.7

ku variabli t éshté hedhur pér té lehtésuar shénimin. Mé voné do té provojmé qé y éshté njé
funksion rrités pér ¢do fushé fikse t. Nése pér momentin e marrim kété pér té dhéné, atéheré
P.°y &shté ekuivalente me Q ku

Qt,8) = =7, sgn(§ — W exp(—sgn(§ — WY& —y()) (Utye+He)udu  (3.78)

P(t,§) = =3 [, exp(=sgn(§ — (&) —y()) (Uye+He)u du (3.79)

Pra P.°y dhe P°y mund té zévendésohen me shprehje ekuivalente té dhéna nga (3.78) dhe (3.79)
té cilat varen vetém nga variablat tané té rinj U, H, dhe y. Paragesim njé tjetér variabél, {(¢t; &), i
pércaktuar thjesht si {(t,&) = y(t,&) — &. Do té rezultojé gé e L”(R). Tani marrim njé
sistem té ri té ekuacioneve, formalisht ekuivalent me ekuacionin Camassa-Holm. Ekuacionet

(3.75), (3.73) japin
G¢=U
{ U =-0Q (3.80)

Sistemi (3.80) i ekuacioneve diferenciale té zakonshme pér ({,U,H) nga [0; T] tek E éshté i
zotéruar, ku E éshté hapésiré Banach. Kemi

1 1
Q€=—5H§—(EU2—P)y§ dhe P§=ng (3.81)
Pra, duke diferencuar (3.80) marrim

e = Ug (or yee = Uy )
U{t = L

1
“He — (U2 = P)y; (3.82)
Hge = —2QUys + (3U* — 2P)U;

Sistemi (3.82) éshté gjysmélinear né lidhje me variablat y;, U; dhe H;.
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- Egzistenca dhe uniciteti i zgjidhjeve té sistemit ekuivalent

Pérgendrojmé vémendjen toné né sistemin e ekuacioneve (3.80) dhe vértetojmé nga njé
argument i tkurrjes, gé ai pranon njé zgjidhje unike. Le té jeté V hapésira Banach e pércaktuar
nga

V={feC,(R | fse X(R)}

ku C,(R)=C(R) NL*(R) dhe norma e V jepet nga lIflly = IIfll=@) + I f1l,2¢ry- Sigurisht
HY(R) c V por diskutimi nuk éshté i vérteté pasi V pérmban funksione gé nuk zhduken né
pafundési. Do té pérdorim hapésirén Banach E té pércaktuarnga £ = V x HY(R) x V

Pércdo X = (¢,U,H) e E, normané E jepetnga [IX|lz = [I<lly + 1Ull 1z + IHIly
Lema e méposhtme jep kufijté Lipschitz qé na nevojiten né Q dhe P.

Lema 1. Pér ¢do X = ({,U,H) € E, pércaktojmé pasqyrimet Q dhe P si Q(X) = Q dhe
P(X) = P ku Q dhe P jepen respektivisht nga (3.78) dhe (3.79). Atéheré, P dhe Q jané
pasqyrimet Lipschitz né bashkésité e kufizuara nga E né H'(R).

P&r mé tepér kemi

Q; = _§H€ — (% U2 — p) (1+¢) dhe P;=Q(1+) (3.83)

Le té jené R, : E > V dhe R,:E — HY(R), dy pasqyrime B-Lipschitz. Atéheré, produkti
X = Ry (X)R, (X) éshté gjithashtu njé pasqyrim B-Lipschitz nga E né H'(R), ose nga E né V.
Meqgénése pasqyrimi X: E — e® éshté B-Lipschitz nga E né V , atéheré Q, éshté produkt i dy
pasqyrimeve B-Lipschitz, njé nga E né H'(R) dhe tjetra nga E né V , ajo éshté njé pasqyrim B-
Lipschitz nga E né H'(R)). N& ményré té ngjashme provohet qé¢ Q, éshté B-Lipschitz dhe
prandaj Q éshté B-Lipschitz. Gjithashtu, P éshté B-Lipschitz. Formulat (3.83) jané marré nga
njehsime direkte duke pérdorur rregullat e prodhimit, shih [65].

Né teoremén tjetér do té provojmé egzistencén e zgjidhjes pér sistemin (3.80) duke pérdorur njé
argument tkurrjeje.

Teorema 2. Jepet X = ({,U,H) né E, atéheré egziston njé kohé T qé varet vetém nga
|X]|; e tillé gé sistemi (3.80) pranon njé zgjidhje unike né C1([0; T ], E) me té dhéné fillestare
X.

Lema 3 Jepet kushti fillestar X = (U; H; {) e En[W'*(R)]?, konsiderojmé zgjidhjen

X = ({; U; H) eCH([0; T); E) té (3.31) dhéné nga Teorema 2. Atéheré, X e C1([0; T ],
En[W'™(R)]3.
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Pra, kjo lemé na lejon té€ marrim njé pérfagésues t€ posagém pér (¢ Ug H; ) té dhéné nga
(a, B,7v), e cila éshté e pércaktuar pér té gjitha & € R dhe e cila, pér cdo ¢ té dhéné pérmbush
ekuacionin diferencial té zakonshém (3.75).

Lema 4. Le té jeté R njé operator linear i kufizuar né hapésirén Banach X, brenda njé hapésire
Banach. Le té jeté f né C([0,T ]; X). Atéheré, R, i pérket C ([0,T ],Y )-sé dhe prandaj éshté e
integrueshme sipas Riemann, dhe

f Rf(t)dt =R f(t)dt = Rf(t) dt
[07] ]

[0,T
Pérkufizim 5. Bashkésia G pérbéhet nga té gjithé ({; U; H) € E etillé gé

(¢ U; H)ye [ WH(R) ]®

y: = 0; H: = 0; y; + H; > 0 pothuajse kudo, dhe lim;,; H(§) = 0
ye He = yZU? + U} pothuajse kudo

ku pércaktojmé y(&) = {(&) + ¢&.

Shénojme se nése té gjithé funksionet jang té buté dhe y; > 0, pér té dhéné fillestare né G,
zgjidhja e (2.10) egziston globalisht.

Vertetimi i Teoremes 2: Fillimisht, rishkruajmé zgjidhjen si mé poshté,

X(t) =X+ fo F(X(w) du (3.84)

ku F: E > E jepet nga F(X) = (U,—Q(X),U? —2P(X)U) ku X = ({,U,H). Integralet
jané pércaktuar si integrale Riemann té funksioneve té vazhdueshme né hapésirén Banach E.
Duke pérdorur Lemén 1, mund té kontrollojmé gé ¢do komponent i F (X) éshté produkt i
funksioneve gé pérmbush njé nga supozimet e Lemés 3 dhe duke pérdorur té njéjtén lemé,
marrim gé F (X) éshté njé funksion Lipchitz né ¢do bashkeési té kufizuar té E. Megénese E éshté
njé hapésiré Banach, pérdorim argumentin standart té tkurjes pér té vértetuar kété teoremé.

Tani kthehemi né vértetimin e ekzistencés sé zgjidhjeve globale té (3.80). Jemi té interesuar né
njé klasé té caktuar té té dhénave fillestare. Né vecanti do té konsiderojmé té dhénat fillestare qé
u pérkasin E N [W2*(R) ] 3 ku W*(R) = {fe C,(R) | f: e L*(R) }.

Jepet ((,UH)eEn[W'™[R)]?3, konsiderojmé zgjidhjen e kohés  sé
shkurtér (¢,U,H) e C ([0, T],E) te (3.80) dhéné nga Teorema 2. Duke pérdorur faktin qé Q dhe
P jané Lipschitz né bashkésité e kufizuara (Lema 1) dhe, megénése X 2 C([0; T ], E), mund té
provojmé gé P dhe Q i pérkasin C ([0,T], H!(R)).
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Konsiderojmé tani U, P dhe Q si funksione té dhéné né C ([0, T], H'(R)). Atéheré, pér ¢do
& € R té fiksuar, mund té zgjidhim sistemin e ekuacioneve diferenciale té zakonshme.

d
E“(t' 5) = ,B(t' 5)
d 1 1
{ RO =51+ ((5 v - P, e)) (1+a(t, ) (3.85)

d
(7769 = —(@eEH)(1+a(t,H) + (BU? = 2P)(t,)BE,E)

e cila pérftohet duke zévendésuar {;, U; dhe H; né (5.2.12) respektivisht me té panjohurat a,
dhe y.
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Kapitulli 1V

PERAFRIME TE ZGJIDHJES, APLIKIMI DHE REZULTATET
NUMERIKE

4.1 Metodat Numerike

Disa probleme praktike kané nevojé pér metodat numerike. Metoda e volumit té& fundém dhe
metoda e elementeve té fundme jané dy teknikat kryesore té pérdorura pér té simuluar rrjedhén e
ujit té cekét. Kjo klasé e ekuacioneve mund té pérdoret pér té modeluar njé varg té rrjedhave, por
éshté mé e véshtiré pér t’u zgjidhur sesa ekuacionet e valés sé ujit té cekét. Njé pérshkrim mbi
metodat numerike té pérdorura éshté dhéné tek [83].

Metoda e Volumit t& Fundém.

Metoda e volumit té fundém bazohet né fomén integrale té ligjit té ruajtjes.

d [*
Ef q(x,t)dx + f (q(x2, 1)) — f(q(x1,8)) = 0

Né punimin [87] jepet njé tablo e pérmbledhur e késaj metode lidhur me pércaktimin e pérafrimit
té zgjidhjeve né ekuacionin e valés ujore.

Kjo metodé na lejon té shqyrtojmé ekuacionin e ploté té valés ujore si njé ekuacion eliptik né njé
plan horizontal gé kérkon zgjidhje. Merret si model pér ekuacionet e rendit té larté né hapésirén
Hamiltoniane qé pérshkruhetme ekuacionin e Laplasit, i pérshtatur né bashkésiné e brendshme
fluide té valéve ujore [92].

Metoda Runge-Kutta

Njé skemé e metodés Runge—Kutta éshté zhvilluar pér ekuacione jolineare dydimensionale té
ujit té cekét né formén e konvergjencés sé fluksit.

Le té japim njé formulim té skemes né njé formé té vazhdueshme té hapésirés [32].

Shgyrtojmé ekuacionin e tendencés gjenerike : Z—‘f = F(¢p). Kétu ¢ éshté njé variabél arbitrar
gé éshté njé funksion i hapésirés dhe kohés. RK3 eksplicite, skema e diferencés sé kohés pér

ekuacionin e mésipérm shprehet si mé poshté:
(p(l) = (pn +%Fn : (p(z) = (pn + At F(l) : (pn+1 — (pn + AtF(Z)

2
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ku F! = F(p!) dhe F? = F(p?). Kétu indekset e sipérme n dhe n + 1 pércaktojné treguesit e
nivelit kohé, ndérsa t &shté hapi i kohés. Kjo formé e vecanté e skemés sé sakté Runge-Kutta
éshté adoptuar gjithashtu nga Wicker dhe Skamarock né 2002.

Ekuacionet jo lineare 2D té valés sé ujit t€ cekét né koordinata karteziane (x, y) mund té
shprehen né njé formé té konvergjencés sé fluksit.

W v a(U)+a(U) 6(12)+F
ot TV - GrUW+ G Uv) —g50157 ) Tk

AR a(V)+ a(V) a(l 2>+F
o - U= GUW+ G —gao( ) + ok
61_ <6U+0V)+S

ot  \ox dy

Kétu, u dhe v pércaktojné komponentét e shpejtésisé né drejtimet, pérkatésisht, x dhe y dhe
pércakton thellésing e sipérfages sé liré; F, dhe F, pércaktojné férkimin né drejtimet,
pérkatésisht x dhe y , dhe S pércakton burimin e masés. Pér linearizimin gjysém té pashtjelluar
té ekuacioneve té vales sé ujit té cekét, shprehim thellésiné e sipérfages sé liré si t=H +
h ,ku H dhe h pércaktojné thellésiné kryesore té shtresés sé cekét dhe thellésiné e turbullimit té
sipérfaqes sé liré nga H.

Analiza FEM (metodat e elementéve té fundém) pér problemet e modelit 1D
Pér problemin e modelit té thjeshté 1D
—u'=f, 0<x<1 u(®=u(1)=0
Dimé gé forma e dobét éshté:
[y uv'dx =[] fudx ose (u,u) = (f,v)
Meqgénése v éshté arbitrare, mund té marrim v = f ose v = u, atéheré kemi
folu'v'dx = folu'zdx, fol frdx = fol f2dx.

Késhtu té gjitha u, u', f,v, v' duhet t’i pérkasin L?(0,1). Kjo do té thoté g¢ u € H!(0,1) dhe
v € H1(0,1) . Késhtu zgjidhja éshté né hapésirén Sobolev H'(0,1) dhe duhet t¢ marrim
gjithashtu v né té njéjtén hapésiré. Nga Teorema e pérfshirjes Sobolev, dime gjithashtu qé
H' c ¢°, ecilado té thoté gé zgjidhja éshté e vazhdueshme.
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Metodat e konformitetit té elementéve té fundém

Pérkufizim: Nése hapésira e elementéve té fundme éshté njé nénhapésiré e hapésirés sé
zgjidhjes, atéheré metoda e elementéve té fundme quhet hapésiré e fundme e konformitetit.

Pér shembull, funksioni pjesérisht linear éshté njé hapésiré konformiteti e elementeve té fundme
pér problemin e modelit.

Metoda e elementeve té fundme quhet metodé e konformitetit té elementit té fundém (shih 93).
Nése vendosim bashké kushtet kufitare, atéheré mund té pércaktojmé hapésirén e zgjidhjes si
H}(0,1) = {v(x), v(0)=v(1) =0, veEHY0,1)}

Kur kérkojmé pér njé zgjidhje té elementit té fundém né njé hapésiré dimensionale té fundme
V,,, cila duhet té jeté njé nénhapésiré e Hg(0,1) pér metodat e konformitetit t& elementit té
fundém , ajo éshté

Vy, ={vy, v,(0) =v,(1) =0, vy, Eshté pjesérisht lineare e vazhdueshme né trekéndésh }
e tillé gé
Vh C HO(O, 1)

Zgjidhja me elemente té fundme éshté né V, , njé nénhapésiré e HZ(0,1). Nése zgjidhja e
formés sé dobét éshté né HZ(0,1) por jo né hapésirén V,, atéheré njé gabim ka ndodhur si
rezultat i zévendésimit té hapésirés sé zgjidhjes me hapésirén me dimensione té fundme.
Megjithaté, zgjidhja me elemente té fundme éshté pérafrimi mé i mire né V,, né disa norma.

Metoda e shpérbérjes (dekompozimit) e Laplasit (LDM)

Konsiderojmé zgjidhjet e péraférta té problemit jolinear té valés sé ujit me thellési té fundme né
praniné e gravitetit. Metoda pérdoret pér té marré ekuacionet KdV pér solitonet, té cilat
pérshkruajné sjelljen e sistemit pér sipérfagen e liré midis ajrit dhe ujit né njé pérqasje jolineare.

Zgjidhjet e problemit té valés sé ujit ndahen né dy grupe valésh, njé grup léviz né té majté dhe
njé né té djathté, ku secili prej kétyre grupeve valésh evolon né ményré té pavarur si zgjidhjet e
ekuacioneve KdV. Zgjidhja e ekuacioneve KdV pérftohet né ményré analitike duke pérdorur
metodén e shpérbérjes (dekompozimit) té Laplasit (LDM). Kjo proceduré éshté njé mjet i
fugishém pér zgjidhjen e shumé problemeve jolineare. Kjo metodé ofron zgjidhjen si njé seri e
cila mund té konvergojé né zgjidhjen e sakté té& problemit. Komponentét e shpejtésisé horizontale
dhe vertikale kané natyré jolineare.
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Ekuacioni KdV éshté nxjerré fillimisht nga Korteweg dhe de Vries nga valét sipérfagésore né njé
kanal. Valét ujore sipérfagésore jolineare né problemin e turbulencés jané diskutuar né prezencén
e efektit té tensionit sipérfagésor. Bazuar né kété metodé pér njé amplitudé té vogél, jané
diskutuar zgjidhjet pér ekuacionet Kdv duke pérdorur metodat analitike.

Kemi té béjmé me njé rrjedhé dy dimensinonale té ujit me njé sipérfage té liré nén fushén
gravitacionale. Zona éshté e kufizuar nga poshté. Sipérfagja e sipérme éshté njé kufi i liré dhe ne
marrim né konsideraté ndikimin e fushés gravitacionale né sipérfagen e liré. Interesi kryesor
éshté lévizja né sipérfagen e liré, e cila éshté quajtur vala e gravitetit.

Amplituda e valés éshté shumé mé e vogél sesa pér shembull lartésia e shtresés sé sipérme té ujit
dhe thellésia e ujit éshté shumé e vogél se gjatésia e tipike e valés. Dihet se solitonét jané ndér
strukturat mé interesante né natyré. Duke gené konfigurime té fushave té vazhdueshme, ato
ruajné formén e tyre té lokalizuar edhe pas ndérveprimeve dhe pérplasjeve

Qéllimi kryesor né kété metodé éshté gé né ményré efektive té nxjerrim ekuacionet e KdV dhe té
pérdorim trajtén e modifikuar t¢ metodés té shpérbérjes sé Laplasit pér té nxjerré zgjidhjet e
pérafruara té pérhapjes sé valés pérgjaté ndérfages midis ajrit dhe ujit (shiko [94]).

Le té fillojmé duke trajtuar problemin fizik dhe ekuacionet bazike si mé poshté vijon;

Shgyrtojmé rrjedhén dydimensionale té pagéndrueshme té ujit né njé fushé grvitacionale
konstante. Koordinatat e hapesirés jané (x, y) dhe nxitimi gravitacional g éshté né drejtimin y
negativ. Le té jeté h thellésia e paturbulluar e ujit. Fundi supozohet se nuk ka topografi né y = —h.
Ky problem pérshkruan dinamikat e ndérfages midis ajrit dhe ujit, nén gravitetin g.

Ekuacioni pér sipérfagen e ujit y = n(x, t) ku y = 0 paraget situatén e ekuilibrit. Supozojmé se
lévizja éshté jorrotulluese brenda valés. Késhtu, mund té pérshkruajmé valén brenda ujit me njé
potencial té shpejtésisé @ (x, y, t) gradienti i té cilit éshté fusha e shpejtésisé:

<l7<1.‘>— 0P acb) 41
~ 0x’dy (41)

Kushti i divergjencés sé liré né fushén e shpejtésisé nénkupton gé potenciali @ i shpejtésisé
plotéson ekuacionin e Laplasit:

32<p+ach_0 8 h<y<n(xt) 4.2
axz ayz - per y nx, ( ' )
Né njé kufi fiks té ngurté, shpejtésia normale e valés sé duhet té shuhetné y = —h
0® _ 0 =—h 4.3
3y = ne y = —h, (4.3)

e cila dikton se nuk ka rrjedhé pingule né fund.
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Kushtet kufitare né sipérfagen e liré y = n(x, t) jepen nga

6n+6n6<b_ a9
ot odxodx dy

(4.4)
Nxjerrja e Ekuacioneve Korteweg-de Vries té valés ujore

Tregojmé se éshté me té vérteté e mundur té nxjerrim ekuacionet KdV [35] pér sipérfagen e liré
n(x, t) duke pérdorur njé teori té turbullimit me shkall t& shuméfishté. Fusim njé parametér € té

deformimit qé ka vleré té vogél.

Marrim sistemin e ekuacioneve

0’® 9% )

6ﬁ+a—}]2=0, pér —1<y<en(xt) (4.5)
i =0 e =-1 4.6
y né y=-1, (4.6)

0 omod I9d

N, 2297 né y=en (4.7)

EE-I_E 0x 0x a_y

Pér té marré njé zgjerim té pérshtatshém pér potencialin @ té shpejtésisé, vérejmé se nga
ekuacioni i Laplasit (4.5) dhe kushti kufitar (4.6), mund té marrim paragitjen e méposhtéme pér
®(x,y,t) sinjé seriné y+1. Megénése ®/dy=0né y=-1,

D(x,y,t) = Z(y + DD, (x, 1) (4.8)
n=0

Bazat e Metodés sé Modifikuar Laplasiane té Shpérbérjes

Shqgyrtojmé ekuacionin e pérgjithshém diferencial jolinar me derivate té pjesshme té rendit té
paré né trajtén e méposhtme [95]:

Lu(x,t) + Ru(x,t) + N(u(x,t)) = h(x,t) (4.9)
me kushtin fillestar t&¢ méposhtém:

u(x,0) = f(x) (4.10)
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ku L éshté operatori diferencial i rendit té paré, L=0/0t, R éshté operatori diferencial linear, N(u)
paraget termin jolinear, dhe h(x,t) éshté termi burim. Metodologjia konsiston né aplikimin e
transformimit Laplasian né té dy anét ¢ (4.9)

E[Lu(x,t)] + £[Ru(x, t)] + £[N (u(x, t))] = £[h(x, t)] (4.11)
Duke pérdorur vetiné e diferencimit té transformimit Laplasian, marrim
sElu(x, t)] — f(x) + £[Ru(x, t)] + £[N(u(x, t))] = £[h(x, t)] (4.12)

Tani mund té pércaktojmé zgjidhjen (x,t) nga serité né trajtén e méposhtéme:

(o0}

u(x,t) = z u, (x,t) (4.13)

n=0

dhe operatorin jolinear N(u) i paragitur nga njé seri e pafundme e té ashtuquajturve polinomet e
Adomianit:

N(w) = Z A, (4.14)
n=0

ku u, (x,t), n = 0 jané komponentét e u(x,t) gé do té pércaktohen dhe A, jané polinomet e
Adomianit dhe pércaktohen nga

(o
dlnN(ZA ul-)] , n>0 (4.15)
=0 1=0

Duke pérdorur (4.13) dhe (4.14) né (4.12), marrim

1

Tl

Ay

C 11 1 | < 1 <
£ lz w, (2, t)‘ = 2 F0) —£[h(x )] — £ {R Z w, (x,0)| + = £ Z A, (4.16)
n=0 5 5 5 n=0 5 n=0
Pér géllim té krahasimit numerik, ndértojmé zgjidhjen (x,t) e tillé qé
n—1
lim U, (x,t) = u(x,t), ku U,(x,t) = Z u;(x,t), n=0 (4.17)

i=0

Né kété metodé [94], [95] paragitém ekuacionet model pér valét ujore sipérfagésore duke
pérdorur njé metodé té re té teknikés té shkallés sé shuméfishté. Teknika e shkallés sé
shuméfishté pérdoret pér té vlerésuar ekuacionet pér teoriné jolineare, duke pérshkruar sjelljen e
sistemit té turbulluar. Vérejmé se metoda e shkallés sé shuméfishté éshté njé nga metodat

72



moderne té cilat jané pérdorur pér té pérftuar ekuacionet KdV, pér shkak se éshté relativisht e
shkurtér né njehésimet matematikore, mé efektive dhe mé e qgarté. Ndérsa zgjerimet
Hamiltoniane dhe zgjerimet e operatorit Dirichlet-Neumann jané komplekse né njehésime dhe
relativisht té gjata né krahasim me metodén e shkallés sé shuméfishté.

Vémendje e vecanté i éshté kushtuar gjetjes sé zgjidhjeve pér ekuacionet e KdV, té cilat
pérshkruajné pérhapjen e valéve té ujit duke pérdorur metoden e modifikuar Laplasiane té
shpérbérjes (MLDM) dhe pastaj analizohen dhe diskutohen né ményré teorike dhe llogaritése.

Metoda e pérafrimit té zgjidhjes me njé polinom

Né shumé raste metodat numerike japin njé pérafrim t& miré lidhur me pérafrimin e zgjidhjeve.
Metoda e elementéve té fundme éshté njé rast i vecanté i metodés Galerkin né té cilin funskionet
bazé jané zgjedhur té tilla ¢do funksion béhet 1 né nyjet koresponduese dhe 0 né nyjet e tjera.
Metoda Galerkin lejon teknikate e elementeve té fundme té shtrihen né fusha té tilla si mekanika
e Iéngjeve, vecanérisht né teoriné e valés ujore (shih [88]).

Njé zgjidhje e pérafért pér ekuacionin linear jepet nga njé kombinim linear i N vektoréve bazé
né hapesiré lineare. Né vecanti konsiderojmé njé klasé té ekuacioneve té valés sé ujit. Eshté
marré né konsideraté problemi fillestar- kufitar. Idea baze éshté té pérdorim njé funksion me njé
numér té panjohur parametrash pér té pérafruar zgjidhjen. Funksionet pérafruese polinomiale do
té pérdoren pér té pérfagésuar deformimin e ujit té zonés horizontale. Né vecanti japim idené e
metodés Galerkin gé nése e;-té pérfshijne té gjithé hapésirén lineare, njé vektor gé éshté pingul
me gjithé vektorét bazé duhet té jeté zero. Funksionet bazé jané zgjedhur té tilla gé njéri prej tyre
béhet 1 né nyjet koresponduese dhe 0 né nyjet e tjera.

4.2 Teorité Bazé té Pérafrimit
- Teoria e valéve me amplitudé té vogeél

Teoria bazé e pérfarimit konsiston né supozimin se: a) shpejtésia e grimcave té ujit, b) lartésia e
sipérfages sé liré y = n(x, z,t) dhe c¢) derivatet e tyre jané sasi té vogla. Né fakt ne supozojmé
se potenciali i shpejtésisé @ dhe lartésia e sipérfages n zotéron zgjerimet e fugisé té méposhtéme
né lidhje me njé parametér & si mé poshté:

=P+ 29 + 309G 4 ... (4.18)

dhe n(x,z; ) = nO0,z t)+en®(x,z ) +2nP(x,z; t) + @ (x,z; t) ...  (4.19)
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Rrjedh sé pari se secili prej fuksioneve @) (x, z; t) éshté njé zgjidhje e ekuacionit té Laplasit
d.m.th.

vVZeo® =0 (4.20)
Le té flasim pér kushtet kufitare.
Né njé kufi té caktuar fizik té 1éngut, ne kemi té garté kushtin

e
—— =0 (4.21)

né té cilin % paraget diferencimin pérgjaté sipérfages normale té kufirit..

Né njé sipérfage té liré S: y = n(x, z; t) né té cilén presioni éshté zero kemi dy kushte kufitare;
1) | pari rrjedh nga ligji Bernoully dhe ka trajtén
1
gn + &, +§(¢,§ +®2+®) =0 neS

Duke futur (4.18) dhe (4.19) né kété kusht dhe duke zhvilluar ®,, ®2, ...etj né fuqi té &,
gjejmé Kkushtet;

n©® = 0 (4.22)
1 1 1 1 1
gn® + ot +3(@)7 + @) + @) +nVeP =0 42y

né ményré qé té kénaget pér y =n®dhe megénése n® =0 nga (4.22) rrjedh se kushtet
(4.23) dhe (4.24) pérmbushen né té gjithé sipérfagen e paturbulluar fillestare té ujit y = 0.

2) Kushti tjetér né sipérfagen S rrjedh nga fakti gé grimcat e ujit géndrojné né S;
S +Pn,+n=®, nés
Futja e serive té fuqisé pér @ dhe n né kété shprehje na ¢on tek kushtet;
n® =0 (4.25)

1 0 1 0 1 1
o0 7® 4 o p® 4 o1 = oM (4.26)

2 0 2 0 2
o2 + 6 1 + 4
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= (py(z) _ (pJEI) 779(61) _ (pz(l) 77;1) _ 77(1)(‘1’;5;)77;0) + n(1)¢z(y1)ngo) _ (py(;) (4.27)

Shkalla e pérafrimit né zbérthimin e serive té turbullimit pas termave @ = ¢ @@ dhe n =
e 1M na con tek kushtet

gn+@, =0
Ny — qby =0 (4.28)

Nga eleminimi i n né kéto dy relacione, pérftohet kushti i vetém

Dy +9P, =0 péry=0 (4.29)

Kjo metodé na lejon té pércaktojmé @ nga V2 @*) = 0 duke pérdorur kushtin e fundit (4.29)
dhe sipérfagja e liré n mund té pércaktohet nga (4.28).

Kjo metodé pérdoret pér té pérftuar kushtet e fundit, ku termat linearé né n dhe @ dhe derivatet e
tyre, kushtet kufitare té sipérfages sé liré procedojné si mé sipér. Duke proceduar né kété ményré
mund té marrim pérafrimin e paré té presionit p né trajtén;

k =§= _gy— @, (4.30)

Tani mund té shohim thjeshtésimin e madh gé rezulton né linearizimin e kushteve té sipérfages
sé lirg, jo vetém gé problemi béhet linear , por gjithashtu bashkésia né té cilén do té pércaktohet
zgjidhja e tij merret apriori.

- Teoria e valés sé ujit té cekét e rendit mé té ulét.
Né teoriné e valés sé ujit té cekét né det, presioni né sipérfage py (x, y; t) nuk éshté zero. Kemi

Po
gn+ & =——
‘ q

Fundi i detit jepet nga y = —h(x). Zhvendosja e sipérfages jepet nga y = n(x, t).
Komponentét e shpejtésisé jepen nga
u(x,y;t) dhe v(x,y;t)
Ekuacioni i lévizjes sé valés éshté:
=0 (4.31)

U, + v,

Kushtet gé duhet té pérmbushen né sipérfagen e liré jané kushtet Kinetike:
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(e +unx —v) ly==10 (4.32)
Kushtet dinamike té presionit:
Ply—y=0 (4.33)
NEé fund té detit kushti éshté
(uhy +v) Iy, =10 (4.34)

Integrojmé ekuacionin (4.31) né lidhje me y dhe kemi

n
f (w)+dy+vl’,=0 (4.35)
—h

Pérdorim kushtin (4.32)né y =n dhe (4.34)né y = —h dhe kemi

n
f udy+n.+ul,;-ne+ulp-h,=0 (4.36)
—h
Paragesim lidhjen
9 (n® U
™ udy = uly— "Ny +uly—_p hy +f u,dy (4.37)
—h(x) —h

Nga (4.36) dhe (4.37) marrim

a (7"
— —_ 4.
I _hudy Ne (4.38)

Lévizja e grimcave té ujit.

Supozojmé se S, dhe S, paragesin deformimet né kuptimin e pozicionit (x,y), pér njé grimcé
té dhéné. Konsiderojmé faktin g¢ S, dhe S, dhe derivatet e tyre jané sasi té vogla, mund té
shkruajmé:

ds,
=u(x,y) = ®, = —mAcosdt
at
s, _
F v(x,y) = ¢, = —mAsindt

si njé pérafrim. Konstantja A éshté njé faktor arbitrar, qé fikson amplitudén e valés.

Integrojmé dhe kemi
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. = ———sinat
mA

Sy = — cosot
o

4.3 Metoda e pérafrimit té zgjidhjes me njé polinom

Fillimisht, konsiderojmé njé ekuacion linear né trajtén e pérgjithshme Lu = v. Mé pas
shqyrtojmé ekuacionin diferencial té rendit té dyté pér njé sipérfage horizontale té valés sé ujit.
Meqgénése ky éshté njé ekuacion diferencial i rendit té dyté, dy kushtet kufitare, ose pér formimin
e valés ose pér forcat e brendshme, kérkohen né ¢cdo kufi. Ekuacioni mund té rishkruhet duke
pérdorur operatorin dydimensional té Laplasit. Mund té shprehim zgjidhjen pér ekuacionin e
mésipérm né termat e vektoréve vetjaké dhe vlerave vetjake. Njé zgjidhje e pérafért pér
ekuacionin linear jepet nga njé kombinim linear i N vektoréve bazé né njé hapésiré lineare. Né
veganti konsiderojmé njé klasé té ekuacionit té valés sé ujit. Eshté marré né konsideraté problemi
i vlerés fillestare. Duke punuar né hapésiré té dyfishté japim njé tekniké té pérafrimit pér
zgjidhjen e ekuacionit diferencial. Idea bazé éshté té& pérdorim njé funksion me njé numér té
panjohur parametrash pér té pérafruar zgjidhjen. Funksionet pérafruese polinomiale do té
pérdoren pér té pérfagésuar deformimin e ujit té zonés horizontale.

Né vecanti japim idené e metodés Galerkin (shih [81]) Q& nése e;-té pérfshijne té gjithé
hapésirén lineare, njé vektor qé éshté pingul me gjithé vektorét bazé duhet té jeté zero. Hapi i
paré né zgjidhjen e problemit té pérafrimit éshté té zgjedhim sistematikisht njé funksion té e gé
plotéson kushtet kufitare té zonés horizontale. Pasi pércaktohet polinomi i rendit t€ n-te, hapi
tjetér éshté té aplikojmé kushtet kufitare dhe ta zgjidhim pér koeficientét e panjohur. Duke
zévendésuar kéto vlera té koeficienteve né funksionin polinomial té pérgjithésuar, pérfundojmé
me njé polinom té pérafrimit pér kété zgjidhje.

Marrim parasysh idené pér té pérafruar zgjidhjen me njé polinom gé pérfshin njé bashkeési
parametrash. Polinomi merret gé té kénagé si ekuacionin diferencial ashtu edhe kushtet e kufitare
pérkatése. Duke pérdorur ortogonalitetin e polinomeve, mund ta pérafrojmé zgjidhjen pér
ekuacionin diferencial me ekuacionin e valés sé ujit té cekét. Metoda éshté pérdorur pér té
zgjidhur problemet né inxhinieri mekanike si¢ jané mekanika strukturore, dinamika, rrjedha e
Iéngjeve, transferimi i nxehtésisé dhe masés, akustika dhe fusha té tjera té ngjashme

Milder, Miles dhe Broer trajtuan valét e ujit né teoriné Hamiltoniane té valéve sipérfagésore
(shih [71], [72], [73]). Ideja e pérafrimit pér ekuacionet e valés sé gjaté jepet nga Broer (shih
[74]). Pér té marré zgjidhjen e sakté mbi teknikén e pérafrimit kemi pérdorur softuerin
Mathematica. ([80]).
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4.3.1 Gabimi gjaté pérafrimit

Para zhvillimit té metodés sé elementeve té fundme, ekzistonte njé tekniké e pérafrimit pér
zgjidhjen e ekuacioneve diferenciale. Ideja themelore éshté pérdorimi i njé funksioni me njé
numér parametrash té panjohur pér té pérafruar zgjidhjen (shih [88]). Le té& kemi njé ekuacion
linear

Lu=v (4.3.1)

ku u éshté funksion i panjohur dhe v éshté funskioni i dhéné, L éshté njé operator linear
(operator diferencial, matricé etj.). Njé zgjidhje e pérafért pér ekuacionin (4.3.1) jepet nga
kombinimi linear i N vektoréve bazé né hapésirén lineare:

Ui = 2?]:1 u;e; (432)
ku u; éshté koeficienti i panjohur dhe e; éshté vektori bazé né hapésirén lineare.
Pércaktojme G, gabimin midis zgjidhjes sé pérafért dhe zgjidhjes sé sakté si

G=LU;—s=LY_ue —s=x" ulLe(x)—s(x) (4.3.3)

Rasti 1. Zgjedh u; gé gabimi té béhet zero né pikat e zgjedhura n, d.m.th.

G(x) = 0,i = 1,...n (4.3.4)

Kjo jep vlerat e sakta né pikat e zgjedhura, por nuk ka asnjé garanci se pérafrimi sillet miré midis
pikave té zgjedhura.

Rasti 2. Zgjedh u; gé amplituda e gabimit té béhet minimum, d.m.th.

| G(x) || » min. (4.3.5)

Kjo jep njé pérafrim té pérgjithshém té miré.

Rasti 3. Zgjedh u; qé R té jeté ortogonal né n funksionet bazé (e;), d.m.th.
(G,ei) = 0i = 1,....,N (4..3.6)
Idea e metodés sé Galerkin éshté qé nése e;-té pérfshijné té gjithé hapésirén lineare, njé vektor

gé éshté pingul me té gjithé vektorét bazé duhet té jeté vektor zero.
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Né shumé raste metodat numerike na japin njé pérafrim té miré té zgjidhjeve. Njé pérshkrim i
energjisé sé valés dhe zgjidhjeve té ekuacionit té saj, si edhe té aplikimit né mekanikén kuantike
éshté paraqitur tek [89],[90]). Broer, Van Groesen dhe Timmers kané studiuar ekuacionet e
modelit té géndrueshém pér valét e gjata té ujit [75].

4.3.2 Pérafrimi i zgjidhjes me njé polinom

Metoda Galerkin lejonte teknikat e elementeve té fundme té shtriheshin né fusha té tilla si
mekanika e l1éngjeve dhe zgjidhjet seri té disa problemeve té llojeve té ndryshme té valéve. Disa
studiues té tjeré kané testuar vlefshmériné e ekuacionit t¢ KdV dhe varianteve né eksperimentet
laboratorike (Remoissenet [79], Helfrich dhe Melville [78]). Studimi i tyre pérfshin njé skemé
numerike me vlerésime té gabimit, njé test konvergjence té kodit kompjuterik, njé krahasim
midis parashikimeve t€ modelit teorik dhe rezultateve té eksperimenteve laboratorike. Skema e
trajtuar né punén toné i afrohet modelit teorik, pérdor pérafrimin e zgjidhjes me polinom dhe
pérdor algjebrés simbolike, software né llogaritjen e koeficientéve polinomialé.

Le té kemi ekuacionin diferencial pér njé sipérfage horizontale pér valét e ujit si mé poshté

0x2 = dxdy = 0y? S ax2

2 2 2
a°U a0°U B_U — pz(x,y) + au (437)

ku, p, éshté presioni anésor gé éshté aplikuar, S éshté deformimi i valés.

Megénése (4.3.7) éshté njé ekuacion diferencial i rendit té dyté, dy kushtet kufitare, ose pér
formimin (deformimin) e valéve ose pér forcat e brendshme, jané té nevojshme né c¢do kufi. Ky
ekuacion mund té rishkruhet duke pérdorur operatorin dy-dimensional té Laplasit.

, 9% 92
Vv :W—Fa—yz das:

p, oU
VVU = ? W (438)

Konsiderojmé njé operator diferencal L, té pércaktuar si

2 92 92
L= [axz t oy T ayzl (4.3.9)

Késhtu, ekuacioni (4.3.7) béhet,
P,
LU =2 (4.3.10)
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Mund té shprehim zgjidhjen pér ekuacionin e mésipérm né termat e vektoréve vetjaké dhe
vlerave vetjake, té cilat jané pércaktuar si :

ku e, (x,y) jané vektorét vetjaké dhe 4,,, jané vlerat vetjake koresponduese. Pasi njihen
vektorét vetjaké dhe vlerat vetjake , éshté e mundur té shprehésh U(x,y) ,

Ulx,y) = z z Upyy 'm e, (x,7) (4.3.12)

n=1m=1

ku, u,,, jané koeficienté té panjohur. Vektorét vetjaké, e,,, (x,y), shprehen si njé kombinim

linear i funksioneve bazé , f;(x,y), si
N

e (6,3) = D™ () (4313)

i

Duhet té zgjedhim funksionet bazé f;(x,y), té cilat plotésojné kushtet kufitare. Késhtu

z&vendésimi i ekuacionit (4.3.13) né ekuacionin (4.3.11), jep
N

N
D AmLAY) = D A e L (5 9) (4314)

i

Tani, duke shumézuar ekuacionin (4.3.14) me njé tjetér funksion bazé f;(x,y) i cili gjithashtu
plotéson kushtin e kufitar

N N N N
z Z " Lfi(x,y)fj(x,y) = z z A €F™ L, Ge, ) £ (2, y) (4.3.15)
Lo i

mund té shkruajmé ekuacionin e mésipérm né trajtén e méposhtéme,
AC = A, BT, (4.3.16)

ku

a b
ay = f f LLf; (0 9)f, (x, y)dydx
00

(4.3.17)

a b
by = f f Lf(x,)f, () dydx
00

Kétu A dhe B jané matrica kuadratike n x n si¢ tregohet mé poshté:
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ku A,,,, éshté vlera vetjake dhe ¢ do té jené vektorét vetjaké korespondues.

Pérdorim zbérthimin Cholesky pér llogaritjen e vlerave vetjake dhe vektoréve vetjak
korespondues.

Shénojmé gé né algjebrén lineare njé zbérthim matrice ose faktorizim matrice éshté barazimi i
matricés me njé prodhim matricash.

Zbérthimi Cholesky i njé matrice té pércaktuar pozitivisht A éshté i trajtés A = LL*, ku L éshté
njé matricé trikéndore e poshtme me elemente né diagonalen kryesore reale dhe pozitive, dhe L*
éshté matrica e konjuguar dhe e transpozuar e matricés L.

Zbatojmé zbérthimin Cholesky né matricén B
B=M'M (4.3.18)

ku, M éshté matrica trekéndore e sipérme dhe MT éshté matrica e transpozuar e matricés M.
Késhtu, ekuacioni (4.3.16) béhet,

Ac = A,,M"Mc, (4.3.19)
Mund té llogarisim vlerat vetjake A,,, dhe vektorét vetjak korespondues ¢ me ndihmén e
software-it Mathematika. Matrica B éshté e pércaktuar pozitive dhe simetrike. Zbérthimi
Cholesky éshté njé metodé mé e shpejté dhe mé e géndrueshme sesa ¢cdo metodé tjetér

alternative pér zgjidhjen e ekuacioneve lineare. Ne gjithashtu llogarisim vlerat e koeficientéve té
panjohur w,,, té pérdorur né llogaritjen e zgjidhjeve té pérafrimit si mé poshté:

a b
Unm =jjf(xfy)emn (x'y)dydx
00

ku f(x,y), éshté kusht fillestar. Késhtu duke zévendésuar vlerat e llogaritura né ekuacion
mund té marrim devijimin apo thyerjen anésore té valés ujore.

81



1 \ _ sip. e liré
o) fundiidetit .

Fig.6 Grafiku i thyerjes sé valés

Ekuacionet e valéve té ujit té cekét modelojné pérhapjen e turbullimit né ujé dhe Iéngje té tjera.
Ekuacionet rrjedhin nga parimet e ruajtjes sé masés dhe t¢ momentit (shih [90]). Variablat e
pavarur jané koha t, dhe dy koordinatat x dhe y té hapésirés. Variablat e varur jané lartésia e ujit
ose thellésia h, dhe fusha e shpejtésisé dy dimensionale té ujit, u dhe v. Me zgjedhjen e duhur té
njésive, sasité e ruajtura jané masa, e cila éshté né pérpjestim té drejté me h dhe momenti, i cili
éshté né pérpjestim té drejté me uh dhe vh. Forca qé vepron mbi ujé éshté graviteti, i pérfagésuar
nga konstantja gravitacionale g. Ekuacionet diferenciale me derivate té pjeséshme jané:

dh 0d(uh) OJ(vh
oh  duh) o(wh) _
Jt dx ay

Pjesa mé e madhe e rrjedhave té ujit té cekét me interes praktik éshté dy dimensionale. Shumica
e metodave kompjuterike pér simulimin e rrjedhave dydimensionale bazohen fort né teknikat
numerike té pérdorura pér modelimin e rrjedhave njé dimensionale dhe dy dimensionale. Studimi
numerik dhe eksperimental i transformimit té njé vale té vetme u studiua nga Seabra dhe
Renouard (shih [76]) dhe valét né njé zoné sérfi jané studiuar nga Svendsen, Madsen dhe Hansen
(shih [77]). Konsiderojmé njé sipérfage drejtékéndore me pérmasa a dhe b sic tregohet né figuré

[
axd I?'ala e ujit té cekét
T - niveli i geté i detit
;\rl = | I b
1 I
:L i =il !." i k
! [T | | - won o | =W u
, i kalimi i geté i valés I - f
i | - -
i " | rl i l
v % g v
a | [LETRY | ! 3
. . [
'e ! | ! fundiidetit
= = =

Fig.7-a Sipérfage drejtkéndésh me pérmasa a dhe b pér problemin e valés sé ujit té cekét
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Megénése shumica e rrjedhave té ujit té cekét jané té interesit praktik, ekuacioni diferencial
mund té shkruhet si:

9%(Uu) 0%(Uv) N 0°(Ut) _p,(x,y)  0(Uh)

dx? * 0x0y dy? S * dx? (4.3.20)

ku, p, éshté presioni anésor gé éshté aplikuar, S éshté deformimi pérkulés i valés.

Kétu, u dhe v pércaktojné komponentét e shpejtésisé né drejtimet x dhe y , respektivisht, dhe t
pércakton thellésiné e sipérfages sé liré.

Meqgénése (4.3.20) éshté njé ekuacion diferencial i rendit té dyté, dy kushtet kufitare qofté pér
deformimin ose pér forcat e brendshme, jané té nevojshme né c¢do kufi. Zgjidhja e sakté e
ekuacionit (4.3.20) duhet té plotésojé ekuacionin diferencial dhe kushtet kufitare té cdo
problemi té zonés horizontale té dhéné. Kushti i ekuilibrit plotésohet duke marré parasysh njé
element diferencial té pérmasave dx,dy dhe h, intensiteti p(x,y) né sipérfagen e sipérme té
Zonés.

Momentet jané:
9%(Uh) d%(Uh)
My = =S(——5—+ 3y7 )
d%(Uh) 92%(Uh)
My ==SWO— 5=+,
9%(Uh)
My, =M, =—-S(1—9)

dxdy

Komponentét e zhvendosjes gé do té pérdoren né formulimin e kushteve kufitare jané devijime
dhe pjerrési anésore. Né skajet e fiksuara, pér shembull, devijimi dhe pjerrésia e sipérfages sé
valéve té devijuara jané zero.

Pretendohet gé ekuacionet e ujit té cekét jolineare 2D né koordinatat karteziane (X, y) mund té
shprehen né formén e konvergjencés sé rrjedhés :

v a(U)+a(U) a(12)+F
o -V GRUWAH G WU —g52 (57 ) 1k
av a ] a /1

_— = = —_ (— _ a2

5% fu (ax(Vu)+(ay(Vv) ‘gay(ZT >+TFy

83



0t (6U+6V)+S
at dx dy

Kétu, u dhe v pércaktojné komponentét e shpejtésisé né drejtimet pérkatésisht x dhe y, dhe
pércakton thellésing e sipérfages sé liré; F, dhe F, pércaktojné férkimin né drejtimin pérkatésisht
x dhe y dhe S pércakton burimin e masés. Pér linearizimin e ekuacioneve té ujérave té cekét,
shprehim thellésiné e sipérfages sit = H+ h , ku H dhe h pércaktojné thellésiné kryesore té
shtresés sé cekét dhe thellésiné mesatare té shtresés sé cekét dhe thellésiné e turbullimit té
sipérfaqes sé liré nga H.

Pér té njéjtén, ekuacioni Camassa-Holm (CH) :

(U—Up)e +3uU, =R Uy Uy FTUUYy ) , XEQ, t>0
0se Up — Uy T3UU — 2Uy Uy — Ulyyy, =0

Ekuacioni Camassa-Holm gjithashtu zotéron zgjidhje té tipit soliton, d.m.th vales sé ngurtésuar,
té cilave pér shkak té formés sé tyre (deformimi), ju éshté dhéné emri kulmore. Njé zgjidhje
kulmore e vetme jepet nga

U(t,x) = celx=<tl

Shpejtésia e lévizjes éshté atéheré e barabarté me lartésingé e kulmit. Duke marré njé kombinim
linear té kulmeve, njéra merr até gé quhet zgjidhje e shumé-kulmore. Shumétkulmoret kané
formén e méposhtéme:

u(t,x) =X1p (t)e—|x—fh O]

ku p; (t) dhe g; (t) jané zgjidhje té sistemit t&é méposhtém té ekuacioneve diferenciale té
zakonshme.

4 () = Xjaapy e OGOl dhe p,(6) = T pipy sgn(a = g;)e 11O O

Né kulme, derivati éshté jo i vazhdueshém dhe shumékulmoret mund té jené vetém zgjidhjet e
(1) né njé kuptim té dobét.

Pér H té dhéné nga H = % o e~17:(0=4; Ol | ai mund t& rishkruhet si
oH

oH
q; (t) = 9, dhe p; (t) = PP

me kushte kufitare
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u(x,t) = Z—Z(x,t) =0, xedQ, t>0
u(x,0) = up(x) ; u (x,0) = uy(x)

ku Q c R™, n > 1 éshté njé bashkési e kufizuar me kufi té buté o9Q.

Tani, le té vazhdojmé me metodén Galerkin pér té marré pérafrimin e kérkuar té zgjidhjes pér
ekuacionin toné té valés sé ujit té cekét né sipérfage té liré horizontale té ujit té detit.

Konsiderojmé metodén standarte Faedo-Galerkin. Marrim njé bazé ortogonale té hapésirés né

trajtén {w; };21.

projeksionet e té dhénés fillestare né nénhapesirén V., nga

Le t& jeté V, = span{w;wy, .....w,, } Njé nénhapésiré dhe le t& jepen

ug' (%) =X gy (x) o ul" (%) = XjLy byw; (x)
ku ugt - ug ne 2 dhe ui* - u né 9Q, kur m - oo.

Ne kérkojmé njé zgjidhje té pérafrimit U™ (x, t) = X/ g (£)w; (x) té problemit té pérafért,
duke studiuar secilin prej kushteve kufitare té deklaruara mé paré.

4.3.3 Kushti kufitar i thjeshté

Né studimin toné, ne merremi me gjetjen e zgjidhjes pér ekuacionin e valés ujore né rastin e
studimit té kushtit kufitar té thjeshté. Konkretisht me kushte mé té buta né valén stacionare ujore
dhe pérafrimin e zgjidhjes me njé polinom té njé rendi mé té ulét t€ mundshém pér té
pérmbushur kushtet kufitare.

Pér té studiuar secilin prej kushteve kufitare té deklaruara mé paré, duhet té fillojmé me
ekuacionin diferencial té valés ujore stacionare. Né fillim, duke marre né konsideraté kushtin
kufitar té thjesht® pér njé zoné drejtékéndore, pérmasat a dhe b i nénshtrohen ngarkesave
anésore.

Figura mé poshté paraget zonén drejtékéndore té studimit toné.
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Fig.7-b Sipérfaqge drejtkéndésh me pérmasa a dhe b pér problemin e valés sé ujit té cekét

Ekuacioni diferencial i valés ujore né zonén toné té liré té studimit mund té rishkruhet si mé
poshté:

92u = o*u | 92U _ pz(0y) N U

x2 oxdy = dy? S dx2 (4.3.21)

ku, p, éshté presioni anésor qé éshté aplikuar, S éshté deformimi pérkulés i valés. Njé kufi qé
pengohet nga deformimi, por i liré té rrotullohet rreth njé linje pérgjaté buzés sé kufirit,
pércaktohet si kufi mbéshtetés i thjeshté. Kushtet né kufirn mbéshtetés paralel me boshtin y né
x = a dhe kushtet kufitare jané:

U, t) =22(xt) =0, x€dQ, t>0 and Ul,_q =0 (4.3.22)
a%tu a%u
Ut(X, 0) = ul(x) Mx|x=a = _S(ﬁ + ﬁﬁ)xza =0 (4323)

ku Qc R™ n=>1 éshténjé bashkésie kufizuar me kufi té buté 0qQ.

Meqgénése ndryshimi i U né lidhje me koordinatén y zbehet pérgjaté kufirit mbéshtetés, kéto
kushte béhen

Uly= =0 (4.3.24)
R
m|x=a =0 (4.3.25)

Né njé kufi mbéshtetés paralel me boshtin x né y = a, ndryshimi i w né lidhje me koordianat
X- zbehen; pra, kushtet pérgjaté kétij kufiri jané

Uly—q = 0 (4.3.26)
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92w %w
My|y=a = —S(W + ﬁm)yql =0 (4327)
Nga supozimi i njé zgjidhjeje né trajtén

Ulx,y) =X ciei(x,y) (4.3.28)

ekuacioni (4.3.21) mund té zgjidhet duke pérdorur metodén standart Galerkin. Zévendésimi i
ekuacionit (4.3.28) brenda ekuacionit (4.3.21) dhe integrimi mbi té gjithé zonén horizontale
krijon problemin e méposhtém té vlerave vetjake

[Alc =A[B] ¢ (4.3.29)
duke paragitur shénimin
2 9
v= (=, ) (4.3.30)
Gjithashtu
A=V-V (4.3.31)

Duke pérdorur metodén Galerkin, elementét e matricave [A] dhe [B] jepen nga:

a b a b
@y = f f LLf;(x, y) f; (x, y)dydx = f f A Ae;e;dxdy
00 00

(4.3.32)

a b a b
by =jJLfi(X»J’)ﬁ (x,y)dydx =JJ Ae;ejdxdy
00 0 0

Kur aplikojmé integralin e sipérfages mbi sipérfagen e ploté té zonés horizontale dhe kushtet
kufitare homogjene, atéheré, a;; béhet

a rb
0 Y0
Duke zévendésuar ekuacionin (4.3.30) si V= (%% ) né ekuacionin (4.3.33), shprehja
pérfundimtare pér elementet a;; éshté paragitur si
—Jajb GO | A | 4.3.34
aif_ooaxz dy?|[ox? = dy? Xy (4.3.34)

Duke nxjerré shprehjen pér b;; né t€ njéjtén menyré, duke filluar me ekuacionin (4.3.32) dhe
duke pérdorur integrimin me pjesé, marrim
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a rb
b;j = —L fo Veedxdy (4.3.35)

Hapi i paré né zgjidhjen e kétij problemi éshté té zgjedhésh sistematikisht njé funksion trial qé
plotéson kushtet kufitare té zonés horizontale.

Funksionet e pérafrimit me polinomi do té pérdoren pér té pérfagésuar deformimin anésor té ujit
té zonés horizontale .Né kété rast, funksioni bazé e;(x, y) do té paragitet si:

N N
0:xy) = ) ) ali,jly () (4:336)

u i=1j=1
uj (x, y) = ij . yMj (4337)

ku, L; dhe M; jané numra té ploté pozitive dhe @;(x, y) jané koeficientét gé do té pércaktohen.

Né studimin e kushtit kufitar té thjeshté, éshté gjetur se njé polinom i rendit té teté éshté rendi
mé i ulét i mundshém pér té plotésuar kushtet kufitare.

@;(x,y) = a[1,1] + a[2,1]x + a[3,1]y + a[4,1]xy + a[5,1]x? + a[6,1]y? + a[7,1]xy? +
o +al42,1]x3y° + +a[43,1]x%y° + a[44,1]xy” + a[45,1]y® (4.3.38)

ku a[1,1] ... deri -- a[45,1] jané koeficientét e panjohur té @;.

Meqgé njé polinom kryesor i rendit n percaktohet sipas (4.3.38), hapi tjetér éshté aplikimi i
kushteve kufitare dhe zgjidhja pér koeficientét e panjohur.

Kjo éshté kryer duke zhvilluar ekuacione té reja duke pérdorur Mathematica.

Cdo ekuacion paraget njé kusht té ndryshém kufitar si mé poshté.

Pé&r formimin (deformimin) e valés kushtet kufitare jané:

9,(0,y) =0 (4.3.39)
@i(a,y) =0 (4.3.40)
0;(x,0) =0 (4.3.41)
@;(x,b) =0 (4.3.42)
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Pér momentet kushtet kufitare jané:

) a%p
—+ ﬁ_ayz)x=0 =0 (4.3.43)
220 229 _
Ga+ l9_6y2)x=a =0 (4.3.44)
a%g a%p

(ﬂm + ﬁay—z)y:o =0 (4345)
22¢ 2% _

O3z +95y=> =0 (4.3.46)

Kjo rezulton né njé sistem té papércaktuar prej ekuacioneve me dyzet e pesé té panjohura.
Tabelizimi i té gjitha ekuacioneve té mésipérme béhet duke pérdorur komandén Flatten [Tabela]
né Mathematica. Duke hedhur né tabelé teté ekuacionet dhe duke i zgjidhur, marrim vlera té
koeficientéve ali, j].

Duke zévendésuar kéto vlera té koeficientéve né funksionin polinimial té pérgjithésuar,
pérfundojmé me njé polinom té rendit té teté (4.3.38), dhe né kété rast, njé ekuacion i pavarur
rezulton né polinomin e méposhtém.

0106 y) = (x(1 = 2x% + x3) y(1 — 2y? + ¥%)) (4.3.47)

Pérdorim Mathematica pér té vlerésuar elementet e matricave [A] dhe [B] ku operacionet e
integrimit mbarten mbi polinomin. Vlera vetjake vlerésohet duke pérdorur komandén Eigenvalue
né Mathematica, gé pérputhet me vlerén e gjetur nga ekuacioni (4.3.29) ([A]c = A [B] ¢)

®;(x,y) = a[1] + a[2]x + a[3]y + a[4]x? + a[5]xy + a[6]y? + a[7]x® + a[8]x?y +
al9]xy? + a[10]y® + a[11]y* ....... +a[42]x3y° + +a[43]x?y® + a[44]xy” + a[45]y®

(4.3.48)

Né ményré gé té pérmirésohet gabimi i pérafrimit dhe té arrihet njé konvergjencé e miré, duhet té
merret parasysh njé polinom i pérafért me rendin mé té larté. Pér shembull, njé polinom i rendit
té nénté formohet duke shtuar termat né ekuacion (4.3.38)

0;(x,v) = a[1,1] + a[2,1]x + a[3,1]y + a[4,1]xy + a[5,1]x% + a[6,1]y? + a[7,1]xy?
+ v +al42,1]x3y° + +af43,1]x%y° + a[44,1]xy” + a[45,1]y® + a[46]x°
+ al[47]x%y + a[48]x”y? + a[49]x°y3 + --- + a[52]x3y® + --- + a[55]y°

(4.3.39)
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Koeficientét a[i,j] té cilét pérftohen duke zgjidhur ekuacionet e kushteve kufitare jané si mé
poshté

Tabela 4.1 — Koeficientét e polinomit té rendit té 8 raport aspekti 1.0

a[5,1]
1.00

a[12,1]
-2.00

a[14,1]
-2.00

a[17,1]
1.00

a[20,1]
1.00

a[25,1]
4.00

a[32,1]
-2.00

a[33,1]
-2.00

Né ményré qé té vlerésojmé rezultatin e polinomit té rendit té nénté, éshté e nevojshme té
ndryshojme polinomin e rendit té teté né polinomin e rendit té nénté. Duke aplikuar kushtet
kufitare né kété funksion té ri pérafrimi dhe duke e zgjidhur pér té gjithé koeficientét e rendit té
nénté duke pérdorur programin Mathematica, marrim njé sistem té funksioneve triale

@l(xt J’), ®z(x, }’)' @3(36', Y)
Koeficientét korespondues né kéta tre funksione triale jepen ne tabelén 4.2:

Tabela 4.2 — Koeficientét e polinomit té rendit té 9-t¢ me shkallé 1.0

a[5,1] | a[12,1] | a[14.1] | a[17,1] | a[20,1] | a[25,1] | a[32,1] | a[33,1]
1.00 200 | -2.00 1.00 1.00 4.00 200 | -2.00
a[5,2] | a[12,2] | a[14,2] | a[20,2] | a[23,2] | a[25,2] | a[33,2] | a[40,2]
2.33 333 | -4.66 2.33 1.00 6.66 -333 | -2.00
a[5,3] | a[12,3] | a[14,3] | a[17,]] | a[251] | a[27,1] | a[32,3] | a[42,3]
2.33 466 | -3.33 2.33 6.66 1.00 333 | -2.00

Duke zévendésuar kéto vlera né ekuacionin (4.3.49) marrim funksionet triale té méposhtme:

0106, y) = (x(1—2x% + x3) y(1 — 2y% + y*)) (4.3.50)
@,(x,y) = (g (7 —10x% + 3x*) y(1 — 2y% + y3)) (4.3.51)
Bs(x,y) = (g (1—-2x2+x3) y(7 —10y® + 3y4)) (4.3.52)

Ky sistem i rendit té treté zgjidhet duke pérdorur funksionin e vlerave vetjake te Mathematica.

Elementet e [A] dhe [B] té gjetura nga komanda integrale e caktuar né Mathematica pérpunohen
mé pas duke pérdorur funksionin e vlerave vetjake né Mathematica.
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Kujtojmé qé kushtet mbi njé kufi t€ mbéshtetur paralel me boshtin y né x =a, jané:

Ulyey =0 (4.3.53)
M, |y = S 492 2)X =0 (4.3.54)

O0x?

Né njé kufi paralel me boshtin e x né y =a, ndryshimi i w né lidhje me koordinata x zhduket;
pra, kushtet pérgjaté kétij kufiri jané

Ulyeq =0 (4.3.55)
92 92
M, ly—q = —S(ﬁ + 0%)&,1 =0 (4.3.56)

4.3.4 Rezultatet numerike

Pjesa né vijim paraget rezultatet numerike té arritura pér problemet e diskutuara né pjesén e
trajtuar mé lart. Té gjitha njehsimet jané kryer me software-in e algjebrés simbolike,
Mathematica [80].

Ne analizojmé rezultatet e njé zone katrore uji té sipérfages sé liré, pra valén e ujit né rastin
stacionar pér kushtin kufitar té thjeshté, té dhéné. Né kété lloj kushti kufitar ku té gjitha anét jané
té mbéshtetura thjesht, zona éshté e penguar nga deformimi, por e liré té rrotullohet rreth njé vije
pérgjaté kufirit.

Pasi té jené zbatuar kushtet kufizuese, hapi tjetér éshté té zgjedhim funksionet triale té
pérshtatshme qé permbushin plotésisht kushtet kufitare.

Pér kushtet kufitare aktuale, funksioni trial mund té zgjidhet Si

N
Q;(x,y) = Z ali, jly (x,y) (4.3.57)
i=1j
ku
Y (x,y) = xLi- yMJ' (4358)

L; dhe M; jané numra té ploté pozitiv dhe @;(x,y) jané koeficientét gé duhet té pércaktohen

Né shembullin e kushtit kufitar t& mbéshtetur thjesht, éshté gjetur gé njé polinom i rendit té teté
éshté rendi mé i ulét i mundshém gé plotéson kushtet kufitare.

@;(x,y) = a[1,1] + a[2,1]x + a[3,1]y + a[4,1]xy + a[5,1]x?* + a[6,1]y? + a[7,1]xy? +
v +a[42,1]x3y> + +a[43,1]x%y® + a[44,1]xy” + a[45,1]y®

(4.3.59)
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ku a[1,1] ...népér-- a[45,1] jané koeficientét e panjohur té @,.

Tabela 4.3 Krahasimi i vlerave vetjake pér sipérfage thjesht t&é mbéshtetur té valés sé ujit .

Rendi Pérafrimi i drejtépérdrejté
8 389.969

9 389.69, 2463.33

10 389.636, 2463.33, 6304.32

11 389.637, 2435.33, 6304.32

12 389.63, 6234.5

13 383.26, 2435.07, 6234.56

14 831.41, 2373.52, 6388.73,

15 670.524,1147.44, 4740.78,
Rendi Zbérthimi i Cholesky

8 389.969

9 389.969,401401.4

10 389.969, 401401.4, 6.34*10"7
11 389.969, 401401.4

12 389.96, 20443.4, 401401.4

13 389.969, 401401.39

14 389.969, 401401.39

15 389.969, 401401.39

Sapo problemi i vlerave vetjake té zgjidhet duke pérdorur metodén e pérgjithésuar, e téré
procedura kryhet duke llogaritur vlerat vetjake dhe vektorét vetjaké korespondues duke pérdorur
zbérthimin Cholesky pér matricén [B]

B=M'M (4.3.60)
ku, M éshté matrica trekéndore e sipérme dhe MT éshté e transpozuara e matricés M.

Rezultati i marré duke pérdorur zbérthimin Cholesky ishte shumé i sakté dhe i pajtueshém me
metodén e drejtpérdrejté té vlerave vetjake.
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4.4 Aplikimi né probleme té turbullimit té valés ujore

Problemet e turbullimit jané ekuacione diferenciale (té zakonshme ose me derivate té pjesshme)
gé varen nga parametér i vogeél pozitiv, €, dhe zgjidhjet e té cilave (ose derivatet e tyre ) pérgasin
njé limit jo té vazhdueshém kur i afrohet zeros.

Probleme té tilla quhen té turbulluara né ményré té vetme, kur konsiderojméesi njé parametér
turbullimi.

Zgjidhja né njé turbullim té progesit té valés sé ujit

Krahasojmé dy ekuacionet e méposhtme diferenciale:
—u () +eulx) = f(x) né (0,1), me u(0) =u(l) =0 (1)

dhe
—gu (x) + +u(x) = f(x)né (0,1), me u(0) = u(l) =0 (2)

Nése ¢ = 0 né (1), nuk ndodh asgjé e jashtézakonshme, ne ende kemi njé ekuacion diferencial
té miré-paraqitur.

Por nése & = 0 né (2), problemi nuk éshté i miré-paraqitur, pasi f(0) = f(1) = 0, nuk
mund té pérmbush u =f dhe kushtet fillestare kufitare.

Pyetje: Cfaré ndodh kur e —» 0?
Problemi 1 Zgjidhjet e problemit té reagimit té turbullimit

—2u"(x)+ u(x) =e* né (0,1), me u(0) =u(l) =0 (3

—epsilon=2"2

Zgjidhjet pér kété ekuacion duken si

_x _a=x e*
—Ccpe ¢ + ce ¢ +
0 1—¢2

ana e majté ana e djathté  pjesa e rregullt

Dy termat e paré jané “ termat e shtresés”, té cilat
shuhen me shpejtési larg nga kufijté.

o Termi i treté éshté afér zgjidhjes sé problemit “té
reduktuar”, i pérftuar duke vendosur ¢ = 0, dhe duke
neglizhuar kushtet kufitare.

—2u (x)+ u(x) =e* né (0,1), me u(0) =u() =0 (3)
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—eps;ilon=2'2 .. . .. - . .
» sl —epsilon=2 Zgjidhjet pér kété ekuacion duken si
2 _x _ax e’
—Ccpe ¢ + e ¢ +1 )
15 ana e majté ana e djathté  pjesa e rregullt
! Dy termat e paré jané  termat e shtresés”, té cilat
05 shuhen me shpejtési larg nga kufijté.
Termi i treté éshté afér zgjidhjes sé problemit “té
o2 - = = = X reduktuar”, i pérftuar duke vendosur ¢ =0, dhe duke
' ' neglizhuar kushtet kufitare.
—2u' () + u(x) =e* né (0,1), meu(0) =u(l) =0 (3)
3 2
——epsilon=2" . . . - . .
25| —epsion=2-* Zgjidhjet pér kété ekuacion duken si
—epsilon=2
) _x _(=x e*
—Cp€e ¢ +Cle e + 1—82
15 ana e majté ana e djathté  pjesa e rregullt
! Dy termat e paré jané “ termat e shtresés”, té cilat
05 shuhen me shpejtési larg nga kufijté.
Termi i treté éshté afér zgjidhjes sé problemit “té
o2 == o = = 1 reduktuar”, i pérftuar duke vendosur & =0, dhe duke
' ' neglizhuar kushtet kufitare.
—&?u (x)+ u(x) =e* né (0,1), me u(0) = u(l) =0 (3)
3 2
——epsilon=2" . . . . . .
25| —epsion=2-* Zgjidhjet pér kété ekuacion duken si
~epsilon=2
Y - ilon=2"8 _x _(a-x e*
—Coe ¢ + cie ¢ + 1= 22
15 ana e majté ana e djathté  pjesa e rregullt
! Dy termat e paré jané “ termat e shtresés”, té cilat
05 shuhen me shpejtési larg nga kufijté.
Termi i treté éshté afér zgjidhjes sé problemit “té
0 reduktuar”, i pérftuar duke vendosur ¢ = 0, dhe duke

0.4 06 08 1

neglizhuar kushtet kufitare.

Problemi 2 Reaksion-difuzion i valés sé ujit

Kétu vijojmé me grafikét e zgjidhjeve té tyre dhe disa shénime pér até gé i bén ata interesante.

Kjo do té pérfshijé:
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Rasti i reaksion-difuzion i valés sé ujit

—&2u"(x) + u(x) = cosifitx) né (0,1), me u(0) = u(l) =0 (4)

1F

0.8

06 —epsilon =272

epsilon =274
0.4 P
epsilon =278

0.2 lap =28

0 02 0.4 06 08 T
Zgjidhja pérmban shtresa té gjerésisé O(¢) aférx = 0dhex = 1.
Larg nga shtresat u ~ cosi{irx)
Njé rast tjetér i reaksion difuzion té valés sé ujit

—&2u"(x) + u(x) = sinifix) né  (0,1), me u(0) = u(1) =0  (5)

1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4

—epsilon=2"2
——epsilon=2"*
——epsilon=2"°
——epsilon=27"°

0.3
0.2

0.1

0

0 02 04 06 08 1
Zgjidhja e ekuacionit té reduktuar plotéson kushtet kufitare.

Né fakt, u = sin(mx)/(w?e? + 1).

Rasti i njé konveksioni difuzion té valés sé ujit

eu )+ u(x)=x+1né (01), meu®) = u(l) =0 (6)

Zgjidhje e kétij ekuacioni éshté

£e+3/2 ¢ _1 _a-» x?
—|e € —ce e>+ex +7 +Xx
1—e ¢
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Vérejmé qé koeficienti i difuzionit éshté €, dhe jo &2
Zgjidhja ka njé shtresé té vetme, afér x = 1.
Diku tjetér, zgjidhja i ngjan asaj si

u(x)=x +1

Llogaritja e zgjidhjeve stabél mund té jeté njé sfidé pér
kété problem.

Studimi i kétyre ekuacioneve diferenciale me paraqitje té thjeshté shpejt béhet mjaft komplekse
kur zgjerohet né sistemet e shogéruara.

Shembulli yné mé i thjeshté ka vetém dy ekuacione.

Njé sistem i ekuacioneve reaksion-difuzion

2
(81 0) u(@x)+ Bx)u=f ne (0,1), me u(0) = u(l) =0
0 &En

Ka shume variante t€ mundshme pér kété problem, duke pérfshiré
Sistemet e ekuacioneve [ > 1;
Sistemet e ekuacioneve konveksion-difuzion; Sisteme té shogéruara.

Pérkundér thjeshtésisé sé tij, ka shumé gjéra gé mund té mésohen nga ky problem, i cili né
vetvete shpesh reduktohet né tre nén-klasa:

(a)sl = & <1

(b) €1S€2:1

IA
[N

(c) & < g

Rasti (a) éshté mé pak interesanti. Sipas supozimeve té arsyeshme pér (b), shumica e teknikave
(numerike dhe matematikore) shtrihen drejtpérdrejté né kété rast.

Rasti (b) g < &g =1

1072 0\° , 2 -1 2 —
(O 1>u(x)+(_1 2>u=(1+exx) ne (0,1), me u(0) = u(l) =0
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1
Komponenti u; pérfshin shtresa “té forta”, té
o8 gjerésisé 0(¢).
dhe
oe u, pérfshin shtresa “té dobéta” : u; dhe u;
04 jané té kufizuara pavarésisht nga €, por uz nuk
éshté.
0.2
0
155
i I Komponenti u; pérfshin shtresa “té forta”, té
gjerésisé 0(¢).
05 K .'u‘ dhe

u, pérfshin shtresa “té dobéta” : u; dhe u;
jané té kufizuara pavarésisht nga €, por u, nuk

_epsi\on’“Du1 ‘.‘
...Du, . éshté.
_1 ‘N‘
-2 L L L s
o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
°
r ) Komponenti u; pérfshin shtresa “té forta”, té
-1 gjerésisé 0(¢).
dhe
- u, pérfshin shtresa “t€ dobéta” : u; dhe uy
| memm e ——— jané té kufizuara pavarésisht nga €, por u, nuk
- e gshte.
-4 _.epsilon”*Du, -.'-_”
o D%
_5 L n n L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Rasti (c) & <& <1
2
107* 0 ,,()+(2 —1> (Z—x) : (01) 0 ) 0
ux u= ne 1), me u =u =
0 107? -1 2 1+e* © @
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Pérmiresime té metodave numerike né problemin jolinear té vlerave vetjake

Problemi i pérgjithshém jolinear i vlerave vetjake na motivon té paragesim njé algoritém paralel
pér té gjetur rrénjét e njé funksioni analitik kompleks né njé zoné té caktuar. Algoritmi bazohet
né njé version dy dimensional té algoritmit té pérgjysmimit dhe éshté implementuar né paralel
duke pérdorur njé model programimi master — slaves. Master éshté pérgjegjés pér organizimin e
procesoréve slave té cilét jané pérgjegjés pér pércaktimin nése gjendet ndonjé rrénjé né njé zoné
té caktuar. Rezultatet e testit tregojné se ky algoritém arrin efikasitet t&¢ miré nése numri i
procesoréve nuk i kalon katér heré numrin e rrénjéve né zonén fillestare.

Ka metoda té cilat bazohen né rezultatet elementare nga analiza komplekse, té cilat jané shumé té
fugishme dhe gjejné ¢do rrénjé brenda zonés sé caktuar pér njé klasé shumé té madhe
funksionesh. Njé fuqi e tillé éshté e kushtueshme dhe pér kété arsye eksperimentet punohen duke
projektuar algoritmin pér ta implementuar né njé kompjuter paralel.

Ka shumé algoritme pér té pércaktuar rrénjét e funksioneve té veganta analitike. Mé té njohurat
jané metodat iterative pér gjetjen e vlerave vetjake té njé matrice katrore. Shumé autoré kané
propozuar pérdorimin e teorisé sé variablit kompleks pér té gjetur rrénjét e njé polinomi (p.sh.
[Wilf, 1978] dhe [Carentensen, 1993]). Programe té tilla si MATLAB pérdorin metoda gé
bazohen né rishkrimin e problemit polinomial si njé problem i matricés sé vlerave vetjake.
Hulumtimet e fundit mbi problemin jolinear té vlerave vetjake jané pérgendruar né zgjerimin e
metodave ekzistuese vetém pér probleme té kompleksitetit pak mé té médha, té tilla si problemi
kuadratik i vlerave vetjake [Bai, Demmel, Dongarra, Ruhe, Van der Vorst, 2000]. Megjithaté, ka
disa raste né té cilat problemi jolinear i vlerave vetjake éshté i kompleksitetit té ploté [Meylan,
2002] dhe ne ballafagohemi me gjetjen e vlerave vetjake té njé matrice e cila éshté njé funksion
arbitrar i parametrit vleré vetjake. Duke marré pércaktorin e késaj matrice mund ta paragesim
kété problem si njé prej atyre qé gjejné rrénjét e njé funksioni analitik.

Metoda gé ne paragesim pér té gjetur rrénjét e njé funksioni kompleks analitik bazohet né
rezultatin e méposhtém nga teoria elementare e variablit kompleks. Algoritmi é&shté njé
pérgjithésim i algoritmit té pérgjysmimit pér funksionet e njé variabli real. Né ¢do hap té
iteracionit zona ndahet dhe ¢do nénzoné i nénshtrohet kérkimit. Nése zona pérmban njé rrénjé,
ndahet mé tej dhe procesi pérséritet. Pér mé tepér, ky algoritém implementohet pér t’u
ekzekutuar né njé kompjuter paralel duke pérdorur njé model programimi master - slaves.
Rezultati i llogaritjeve té testimit kané treguar se ky algoritém arrin efikasitetin mé té
miré nése numri i procesoréve nuk e kalon katér—fishin e numrit t& zerove né zonén e
paré(shiko [96]).

Problemi jolinear i vlerave vetjake.

Né problemin jolinear té vlerave vetjake parametri shfaget né njé ményré mé té komplikuar né
matricé. Né problemin e pérgjithshém jolinear té vlerave vetjake duhet té gjejmé vlerat vetjake,
ku matrica éshté njé funksion analitik arbitrar i parametrit . Ky problem lind kur situatat
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modeluese pérfshijné ndérveprime té komplikuara, pér shembull, né mes té njé Iéngu dhe njé
strukture. [Meylan, 2002] tregoi se ményrat e vibrimit né pak ujé mund té pércaktohet duke
zgjidhur njé problem té tillé té pérgjithésuar vlerash vetjake.

Metodat pér zgjidhjen e problemit linear té vlerave vetjake nuk i referohen funksionit analitik f
né ményré direkte por transformojné M né njé matricé diagonale ose pothuajse diagonale. Kéto
metoda nuk mund té zbatohen né problemin e pérgjithshém jolinear té vlerave vetjake;
megjithaté, ekzistojné pérgjithésime pér problemin kuadratik té vlerave vetjake. Pra, né rastin e
pérgjithshém jolinear i referohemi problemit té gjetjes sé rrénjéve té f. Sigurisht kjo gasje mund
té pérdoret pér rastet lineare dhe kuadratike, por pritet qé té pérfundojné me njé metodé meé pak
efikase.

Algoritmi i kérkimit

Véshtirésia né pércaktimin e rrénjéve té njé funksioni analitik kompleks vjen pér shkak se nuk
éshté e mundur gé té pérdoret njé algoritém i shpejté kérkimi i tillé si metoda e preréses ose e
Newton-it sepse kéto metoda kérkojné njé pérafrim fillestar i cili éshté afér zgjidhjes.

Algoritmi gé propozohet éshté njé pérgjithésim i algoritmit té njohur té pérgjysmimit pér té
gjetur rrénjét e njé funksioni gé mer vlera reale. Ky éshté jashtézakonisht i thjeshté dhe i
fugishém, por kérkon burime té médha kompjuterike.

OpenMP éshté pérshtatur miré pér llogaritjet numerike. Duke u mbéshtetur né punimet [96],
[97]), ne paralelizuam né kété platformé algoritmet Durand — Kerner, Bérsch — Supan dhe
algoritmin Ehrlich — Aberth pérgjetjen e rrénjéve té polinomit dhe kemi marré rezultate
inkurajuese.

Algoritmi fillon nga njé katror fillestar S né s. Eshté supozuar se f éshté analitik né kété Katror
dhe né fginjét e tij. Algoritmi i kérkimit pérpiget té gjejé té gjitha rrénjét e f gé shtrihen
brenda kétij katrori S. Né ¢do hap té kétij procesi iterativ kérkohet njé grup katrorésh. Katrorét
gé pérmbajné njé rrénjé ndahen mé tej. Nése njé katror nuk pérmban rrénjé atéheré procesi i
ndarjes pér té ndérpritet. Né rastin mé té keq né té cilin té gjithé katrorét e kérkuar né njé
iteracion pérmbajné té paktén njé rrénjé katérfishohet numri i katroréve gé meren né konsideraté
né hapin pasardhés.

Né mes té kétyre dy rasteve ekstreme vendoset njé situaté praktike. Algoritmi mund té déshtojé
nése kemi dy apo mé shumé rrénjé té izoluara sé bashku té cilat jané afér kufirit. Megjithaté,
edhe pse vlera e N-sé sé kthyer nga algoritmi éshté mé e vogél se numri aktual i rrénjéve né S,
ende kthehet njé vleré pozitive e cila &shté e mjaftueshme pér té vendosur nése S duhet té ndahet.

Njé problem i algoritmit éshté rasti kur njé rrénjé shtrihet né kufirin e katrorit ose né aférsi té tij.
Né kété rast mund té ndodhé gé nuk gjendet njé rrénjé edhe pse katrori pérmban njé té tillé.
Gjendet njé ményré gé me vetém pak kosto shtesé mund té rrisé madhésiné e katrorit fillestar dhe
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té ¢do nénkatrori té tij kur éshté i ndaré. Kjo do té jap disa mbivendosje té nénkatroréve né
ményré gé rrénjét té mos shtrihen né aférsi té kufirit té dy katroréve. Ne sugjerojmé gé né raste té
caktuara kjo mund té jeté metodé e privilegjuar, vecanérisht né situata kur ka té ngjaré té ndodhi
grupimi i rrénjéve.

Natyrisht mund té ndértohet njé funksion pér té cilin déshton gjetja e njé rrénjé brenda katrorit té
veganté, pér shembull, duke zgjedhur funksionin gé té keté vleré 1 né ¢do piké ku ne
vlerésojmé f rreth katrorit dhe ende té€ pérmbajé njé rrénjé né katror.

Implementimi né paralel i algoritmit t& kérkimit

Qéllimi kryesor éshté implementimi i algoritmit né njé kompjuter paralel. Algoritmi éshté i
pérshtatéshm pér paralelizim megenése detyrat e kérkimit té katroréve né njé iteracion té vecanté
jané té pavarura dhe pér kété arsye mund té ekzekutohet lehté né paralel.

Né punimin [98] éshté paraqitur paralelizimi i metodés sé drejtpérdrejté Monte Carlo né
platformén MPI dhe éshté béré njé pérmirési i kétij algoritmi. Eshté punuar duke implementuar
versionin mé té drejtpérdrejté té kétij algoritmi i cili punon si vijon:

njé procesor i vecanté, i quajtur master, organizon punén e procesoréve té mbetur té quajtur
slaves. Veprimi i procesoréve slave éshté mé i drejtpérdrejté. Secilit procesor slave i jepet
perimetri i njé katrori né planin kompleks né té cilén ai duhet té pércaktojé numrin e rrénjéve
duke pérdorur ekuacionin. Pasi ka finalizuar kété detyré ai kthen kété informacion dhe pret t’i
jepet njé detyré e métejshme.

Procesori master mban tabelén e katroréve gé do té kontrollohen dhe i shpérndan ato né
procesorét slave gé jané té liré. Pasi njé procesor slave ka pérfunduar llogaritjen e tij ky
informacion pérdoret pér té riorganizuar punén si mé poshté:

Katrori i pérpunuar higet nga tabela dhe nése ai pérmbante njé rrénjé, shtohen katér katroré té
rinj. Pas kétij hapi pérditésimi, procesori master shpérndan katrorét duke pritur pér lirimin e
procesoréve slave deri kur ose nuk ka procesoré slave té liré ose nuk ka katroré pér té pérpunuar.
NE rast se ka mé& shumé procesoré slave se katroré pér t’u pérpunuar atéheré do té keté procesoré
slave gé nuk do té kené detyré pér té kryer. Algoritmi mbaron kur rrénjét jané pércaktuar né njé
saktési té caktuar.

Metodat simultane llogarisin té gjitha rrénjét e polinomit njékohésisht brenda té njéjtit iteracion
dhe ky éshté njé avantazh, i cili mundéson paralelizimin e kétyre metodave.

Ekzekutimi i algoritmeve té metodave té tjera né OpenMP pérafron rrénjét né iteracionin e pesté
dhe koha e ekzekutimit né OpenMP i algoritmit éshté mé e shpejté se koha e ekzekutimit té tij né
C++. Kontributi i zgjidhjes paralele na lejon pér té pérshpejtuar kohén e ekzekutimit dhe pér té
studiuar shkallé edhe mé té réndésishme té polinomit pérafrues (shih [99]).
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Duke gené se koha e pérllogaritjes éshté pothuajse e pavarur nga dimensionet e matricés dhe
efikasiteti paralel i tyre éshté superlinear, ne propozojmé gé ky algoritém té pérdoret pér té gjetur
vlerat vetjake dominante té matricave shumé té médha dhe té rralla.

r

Y

Fig. 8 Ndértimi i njé baze ortogonale né hapésirén 2 pérmasore R2.

Tabela 4.4 Rezultate te matjeve té ekzekutimit me procesoré me frekuencé 3.2Ghz dhe
me kujtesé té ndyshme

Nr.procesoréve Frekuenca e Pérmasa e Koha e
Procesorit GHz kujtesés ekzekutimit
1 3.2 4 18.08
2 3.2 4 18
4 3.2 4 17.8
8 3.2 4 17.04
16 3.2 4 17.02
1 3.2 8 18.08
2 3.2 8 18
4 3.2 8 17.59
8 3.2 8 17
16 3.2 8 17

101



Fig. 9 Koha e ekzekutimit né klaster me procesoré 3,2GHz dhe me memorie 4 dhe 8GB pér
mbledhjen e dy vektoréve
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Tabela 4.5 Rezultatet e matjeve té ekzekutimit né mjedise me parametra té ndyshém pér kodins e
shumézimit té dy matricave

Shumézimi i matricave né sekuencial(O(n*))
4000 pérmasa né klaster me processor 3,2GHz
Nr Pérmasa e Koha e
procesoréve memories ekzekutimit

1 4 57.00

1 8 56.00

2 4 42.00

2 8 37.00

4 4 32.00

4 8 28.00

8 4 26.00

8 8 25.50

16 4 25.30

16 8 25.30
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Fig. 10 Koha e e kzekutimit né klaster me procesoré 3,2 GHz pér shumézimin e dy matricave
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Tabela 4.6 Rezultatet e matjeve té ekzekutimit né mjedise me parametra té ndyshém pér kodin e
Eleminimit t& Gausit

Eleminimi i Gausit né Sekuencial (O(ne‘))
5000 pérmasa né klaster me processor 3,2 GHz
Nrprocesoré Pérmasa e Koha e
ve memories ekzekutimit
1 4 118.00
1 8 116.00
2 4 108.00
2 8 105.00
4 4 100.00
4 8 100.00
8 4 88.00
8 8 86.00
16 4 86.00
16 8 86.00
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Fig.11 Koha e ekzekutimit né klaster meprocesoré 3,2GHz pér Eleminimin e Gausit
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Paragqitje té valés ujore sipas koficientéve té deformimit

1n(x,t)
0.2

0.1 |-

1 A 2 A A J x

=02k

50 100

Fig.12 Vala ujore né t=1.

1n(x,t)
0.2

0.1}

=02k

Fig.13 Vala ujore né t=4.
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n(x,t)
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Fig.14 Vala ujore né t=7.
n(x, t)
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Fig.15 Vala ujore né t=10.
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Paragqitja e valés ujore gjaté deformimit me koeficientet e deformimit perkatés né planin
tri dimensional duke pérdorur.

Fig.16 Shpejtésia horizontale e valés

Fig.17 Shpejtésia vertikale e valés
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Fig.18 Vala ujore né koeficientin e deformimit 0.4

0.2

no01% e
0.0,
-0.1¢

50

Fig.19 Krahasim i valés me koeficientin e deformimit 0.4 (majtas) dhe 0.2 (djathtas)
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4.5 Rezultate numerike pér valét e ujit té cekét paragitur né 1D dhe 2D

Marrim ekuacionet ht + (hu)x =0,
(huy; + (hu? + g/2h?), = -ghZ’

Sipérfage e liré nén gravitet

Afx.1) u(x.t)

_— . T _fundi i ujit ===
Zix) G e 535 4

Fig.20 Paraqitje e valés sé ujit té cekét
- Problemi i shuarjes sé valés né Z =0 dhe Z # 0

Gjatésia e valés sé studiuar L = 20m. Njé kulm i valés ndodh né xo, = 10m dhe né kohént =0
vala thyhet. Ne llogarisim zgjidhjen pér kohén T =50s me kushtet kufitare:

ux,0)=0, h(x,0)={hy pér x <10 dhe hy pérx> 10, meh; >hoy}.

Rrjedha e ujit pérbéhet nga njé valé pérplasése pas thyerjes dhe nga njé valé e geté né fundin e
detit. Thellésia e valés hy = 1 m dhe ho ndryshon sipas problemit.

Pika kritike = 0.5m, Ax =2m, ¢c1=5, ¢c; =12, ¢=0,2

a) rrjedha nén pikén kritike hg/h; > 0.5

4
0 200 400 GO0 BOO 1O 1200 14000 1600 1800 2000
= (m)

Fig.21 Paraqitje e valés nén pikén kritike ho/h; >0.5
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b) ho/hy <0.5: rrjedha e sipérme nén pikén kritike, rrjedha e poshtme nén pikén kritike

0 200 400 B00 800 LOO0 1200 1400 1600 1800 2000

x {m)

Fig.22 Paraqitje e valés nén pikén kritike ho/h; <0.5

c) ho/h; << 0.5 : vala né maksimumin e pikés kritike

(m)

h

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
x (m)

Fig.23 Paraqitje e valés nén pikén kritike hg/h; << 0.5
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- Problemi gjaté turbullimit té valés.

Ne llogarisim problemin né 7= 40s Ax = Im, ¢ = 0,8, ¢c; = 0,6 dhe ¢ koeficient deformimi i
ndryshueshém

a. lartésia (h) e valés sé ujit,

h(m)

0 200 400 600 S00 1000 1200 1400 1600 1 SOO 2000
x (m)

Fig.24 Paraqitje e lartésisé sé valés

b. fuksi (q) i valés sé thyer,

0
20~ —
“E
= 15|
1 %’-
%‘%'
sl %A% |
C i
[y 200 ETA] o] ED0 ] 1200 i LN ] 16900 1800 20040

® im)

Fig.25 Paraqitje e fuksit té valés sé thyer
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c. Shpejtésia (u) gjaté thyerjes sé valés

U (mfs)

o 200 400 600 |00 1000 1200 1400 1600 1800 2000
x (m)

Fig.26 Paraqitje e shpejtésisé gjaté thyerjes sé valés
- Gjéndjet e valés sé turbulluar

Né varési té kushteve kufitare vala e detit mund té jeté né fazat: para pikés kritike, né
pikén kritike, me thyerje dhe shuarjen e valés

AXx=0.125m, T =200s, £¢=0.2,c1=5,Cc,=7

u(x,0) =0, vx €R,
h(x, 0) + Z(x) = Hy, WX €R,

ku Ho shtresa e poshtme e ujit. Vala nén pikén kritike: fluksi q = 4.42m?%s, Ho = 1m

a. Niveli i ujit té valés né pikén kritike

1)

Fig.27 Paraqitje e nivelit té ujit té valés né pikén kritike
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C.

Fluksi i valés gjaté shuarjes
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=
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Fig.28 Paraqitje e fluksit té ujit té valés né pikén kritike
- Problemi i thyerjes sé valés paragitur né 2D
Té dhénat h, =10m dhe rastet hy="5; 0.1; Om. Gjat. 10m x 10m, 0.41 x 0.41 rrjeta
katrore. Kushtet kufitare : x =0 dhe x = 10m
£=10° dhe ¢;=10,¢c,=6,c3=11,d;=10,d,=5,d3=11. T=7.2s

a. Rasti hg=5m

200 200

Y(m)
X(m)

Fig.29 Thyerjaevalésné hy=5m
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b. Rasti hy=0.1m

[

— o

Y({m)
X(m)

Fig.30 Thyerjaevalésnéhg=0.1m

c. Rasti hgy=0m

200 200 Y(m)

X(m)

Fig.31 Thyerjaevalésné hy=0m
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PERFUNDIME DHE REKOMANDIME

Ekuacionet e valés sé ujit té cekét formojné njé sistem jolinear. Natyra jo lineare e kétij sistemi
ka ekuacione té cilat shpesh pranojné zgjidhje jo té vazhdueshme. Ne trajtuam problemin e
vlerés fillestare pér njé klasé ekuacionesh té valés jolineare té rendit mé té larté me terma
logaritmiké. Trajtimi u bé né njé bashkési te kufizuar Q c R", (n > 1) e kufizuar me kufi té
buté 0Q,0 < k < 1, k é&shté njé parametér i vogél dhe P = (—A)™, m éshté njé numér natyral
(m = 1). Né teoremén themelore ne merremi me vlerésimin e shuarjes sé energjiseé.

Trajtuam ekuacionet e tipit Camassa-Holm. Pérshkrimet Camassa té rrjedhés sé ujit té cekét
mund té pérdoren né ujra pak té thellé dhe rrjedha gé ndryshojné me shpejtési. Me fjalé té tjera
valét e ujit té cekét gé jané pérshkruar vetém nga ekuacione gé kané jolinearitet logaritmik
[Hajrulla; Bezati; Hoxha].

Pér géllime té studimit numerik, éshté e réndésishme té kemi njé teori té kénaqshme té
egzistencés sé zgjidhjeve, ashtu si dhe vecantia dhe varésia e vazhdueshme né lidhje me té
dhénat fillestare. Pikérisht né punén toné jané dhéné metodat pér pérafrimin e zgjidhjeve dhe
konkretisht éshté punuar me pérafrimin e zgjidhjes me njé polinom si metodé shumé efikase
numerike. Ky lloj i problemit lind kur situatat modeluese pérfshijné ndérveprime té komplikuara.
Pikérisht zberthimi Cholesky gjaté llogaritjeve na i lehtéson kété puné.

Problemet e turbullimit u trajtuan nepermjet ekuacioneve gé varen nga parametér i vogél pozitiv,
€. Trajtuam zgjidhjet e problemit té reagimit té turbullimit té ujit né disa raste dhe ndértuam
grafikét né problemet e shformimit té valés ujore nepermjet platformés Matlab.

Mathematica éshte njé nga sistemet e pérgjithshme té llogaritjes. Ky soft na lejoi te kryejmé
njehsimet kryesore dhe ishte mjaft i pérshtatshém. Megénése Matematika trajton té gjitha
shprehjet né ményré simbolike, njé avantazh i madh qé ai ka éshté aftésia pér té kryer llogaritjet
dhe zévendésimet me lehtési.

MATLAB na ka ndihmuar té kryejmé njé pjesé té njehsimeve dhe té realizojmé vizualizimet.
P.sh. me ané té funksionit plot ne ndértuam grafikét e duhur né problemet e shformimit té valés
ujore né planin dy dimensional. Gjithashtu ne paragitém valén ujore gjaté deformimit me
koeficientet e deformimit perkatés né planin tri dimensional duke pérdorur surf, plot3.

Edhe platforma OpenMP éshté pérdorur gjeresisht né njehsime dhe mund té pérdoret nga
internet pa pagesé dhe éshté praktike pér njehsimet né paralel. Algoritmet tané kané njé
performancé mé té miré kur zbatohen né platformén OpenMP. Si¢ shihet nga tabelat koha e
ekzekutimit né OpenMP éshté mé e shkurtér se ekzekutimi i té njéjtit algoritém né C++.

Shumé modele sigurojné pérafrimin mé té miré té shpejtésisé sé fazés pér numér té vogél valésh
gé mund té pérftohet me ekuacione té rendit té treté.
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Disa probleme praktike kané nevojé pér metodat numerike. Metodat e volumit té fundém dhe
metodat e elementit té fundém jané dy teknikat kryesore té pérdorura pér té simuluar rrjedhén e
ujit t& cekét. Kjo klasé e ekuacioneve mund té pérdoret pér t& modeluar njé varg té rrjedhave,
por éshté mé e véshtiré pér tu zgjidhur sesa ekuacionet e valés sé ujit té cekét.

Krahasimi i metodave

Pamé se metoda e pérafrimit me njé polinom éshté njé nga metodat té cilat jané pérdorur pér té
marré ekuacionet e valés ujore. Ajo éshté relativisht e shkurtér ne llogaritjet matematikore dhe
mé efektive.

Operatorét e tjeré té pérdorur né modele té ndryshme japin rrugé vértetimi relativisht té gjata kur
krahasohen me operatorin e Laplasit gé ne pérdorim.

Nuk kérkohet linearizim; metoda éshté shumé premtuese pér zgjidhjen dhe mijaft aplikime té
ekuacioneve diferenciale jolineare.

Disa metoda pérafrimi nuk kérkojné parametra té vegjél té cilét nevojiten né metodén e
turbullimit. Por metoda joné éshté e thjeshté né pérdorim, edhe pse pérdor parametrin e
deformimit té valés.

Rekomandime

Né té ardhmen e afért, ne mund té paragesim disa modele t&¢ pérafrimit t& zgjidhjeve pér
ekuacione lineare gé pérshkruajné shpérndarjen e valéve ujore. Disa nga kéto modele jané té
njohura si modele té pérdorura né ekaucionet KdV, BBM, Burger-Poisson.

Njé drejtim tjetér studimi éshté edhe pérafrimi i zgjidhjeve pér valét e ngurtésuara ujore, d.m.th
valét té cilave nuk u ndryshon amplituda gjaté lévizjes.

Njé pérafrim pér ekuacionet jolineare té valés ujore éshté njé tjetér ide pér té ardhmen ku ne
pérdorim dy strategji t& ndryshme té pérafrimit gjaté shpérbérjes sé valés. Strategjité jané té
njohura si pérafrimi Pade | dhe pérafrimi Pade Il. Duke pérdorur kéto strategji ne marrim
metodat numerike té cilat jané shumé té réndésishme né teoriné e pérafrimit.

Rekomandohet edhe pérdorimi i metodés Runge-Kutta né modelin dy dimensional té ujit té
cekét. Ky model zgjeron njé skemé eksplicite té diferencés kohore Runge-Kutta té rendit té treté
né njé skemé gjysmé implicite Runge-Kutta. Sigurisht skema Runge—Kutta vazhdon té pérdoré
skemén eksplicite Runge-Kutta té rendit té treté pér termat jolineare duke pérfshiré rrjedhat
horizontale.
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